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Kapitel 1

Regelstrecken mit verteilten Parametern

In diesem Kapitel soll ein kurzer Uberblick iiber einige Formen partieller Differenzialgleichungen (PDgln.)
gegeben werden, denen man bei der Beschreibung technischer Systeme begegnet. Dies umfasst neben der
mathematischen Beschreibung auch die einfiihrende Analyse und Klassifikation der Systeme mit verteilten
Parametern (SVP) im Hinblick auf deren analytischer und numerischer Losung sowie der Untersuchung sys-
temtheoretischer bzw. regelungstechnischer Fragestellungen.

1.1 Mathematische Beschreibung von verteilt-parametrischen Systemen

Die folgenden Beispiele sollen eine erste Einfithrung in die mathematische Beschreibung von SVPn darstellen.
Hierzu soll einerseits auf Unterschiede bzw. Zusammenhé&nge zu der Beschreibung konzentriert-parametrischer
Systeme (SKP) eingegangen werden und andererseits ein erster Einblick in die aus Sicht der Regelungstechnik
wichtigen Systemstrukturen gewonnen werden.

1.1.1 Ubergang von diskret zu kontinuierlich verteilten Parametern am Beispiel eines
Mehrmassenschwingers

Anhand zweier Konfigurationen von Mehrmassenschwingern werden im Folgenden die Unterschiede zwischen
einem System mit konzentrierten Parametern und einem System mit verteilten Parametern motiviert.

Konzentriert bzw. diskret verteilte Parameter {m, ¢, F; (1), x; (1)}

In dem in Abbildung 1.1 dargestellten n-Massenschwinger stellt x; () die Auslenkung der j-ten Masse m und
F;(r) die an dieser Masse angreifende externe Kraft dar. Die einzelnen Massenelemente sind durch Federn mit

m m m

Fr (1)

x1, By xj, Fj Xn, Fp Xn+1

Abb. 1.1: Mehrmassenschwinger mit diskret verteilten Parametern.

der Federsteifigkeit ¢ verbunden. Die Kraft F; (¢) bezeichnet die am Ende des Mehrmassenschwingers wirkende



externe Kraft. Die kinematische Analyse und die Anwendung des 2. Newtonschen Gesetzes fithren unmittelbar
auf die Bewegungsgleichungen des Systems in der Form von

¢ n Differenzialgleichungen 2. Ordnung

d?x;(1)
17 = —clmxi @+ 2250 - xja (O] + Fi (1)

¢ 2n Anfangsbedingungen (ABn)

xj(0) = xj,0, j=12,..,n
dx]' )

0 = x;

dr J'l

¢ 2 Randbedingungen (RBn)

j:O; X0=0
j=n+1: Fp(t) + c(xp () = xp+1(1)) =0

Offensichtlich ergibt sich eine Beschreibung in Form von n Differenzialgleichungen (Dgln.) 2. Ordnung bzw. 2n
Dgln. 1. Ordnung. Die Systemordnung entspricht somit 25, weshalb der betrachtete Mehrmassenschwinger
auch als ein System mit konzentrierten Parametern der Ordnung 27 bezeichnet wird.

Kontinuierlich verteilte Parameter {rindz, ¢/dz, Fdz, x(z, t)}

Abweichend von dem betrachteten n—-Massenschwinger mit konzentrierten Parametern wird im Folgenden
gemdl Abbildung 1.2 angenommen, dass der Mehrmassenschwinger aus infinitesimal kleinen Massen mit
dem so genannten Massenbelag 1 besteht, wobei die einzelnen Massen durch infinitesimal kleine Federn der
Federsteifigkeit ¢/dz verbunden sind. An jeder Masse wirkt die Streckenlast F wobei zusétzlich die externe Kraft

mdz

x(dz, t), Fdz x(z, 1), Fdz x(L, 1), Fdz
z=0 dz z L

Abb. 1.2: Mehrmassenschwinger mit kontinuierlich verteilten Parametern.

F1(t) am Ende der Schwingerkette eingeprédgt wird. Die Anwendung des 2. Newtonschen Gesetzes auf das an
der Stelle z befindliche infinitesimale Massenelement fiihrt auf:

¢ 1 partielle Differenzialgleichung 2.0rdnung mit z € (0,L), t >0

%x(z,t c _

ﬁzdzM -_< [x(z,t) —x(z—dz, t) + x(z,t) — x(z+dz, t)] + Fdz
ot? dz
bzw.

_0%x(z, 1)  _ .. x(z+dz, ) -2x(z, ) +x(z—dz, 1) -
m——— =¢ lim +F

o0t 9z~0 dz?

0% ,tv
- ;(TZZ fiir dz — 0

Kapitel 1 Regelstrecken mit verteilten Parametern



¢ 2 Anfangsbedingungen
x(Z, 0) = xO(Z)) Z€E [OYL]
2 2,00 = 1 (2)
—(2,0) = x1(2),
ot !
wobei sich wegen der kontinuierlichen unabhéngigen Koordinate z € R die Ordnung des SVP zu co ergibt.

¢ 2 Randbedingungen

Hierbei werden bei SVPn abhingig von der Konfiguration verschiedene Typen von RBn unterschieden,
die nachfolgend anhand des betrachteten Beispiels aufgefiihrt sind

— Vorgabe Funktionswert (Dirichlet-Randbedingung)

x(L,t)=0
— Vorgabe der Steigung (Neumann-Randbedingung)

. c _0x
lim —— [x(L, ) —x(L+dz, )] =c— (L, 1) = F.(8)
dz—0 dz 0z

— Gemischte Randbedingung

_0x
crlxp () —x(L, )] =c—(L, 1)
0z

mdz
CL

s

xr(£)
aus Krafte-GGW fiur

x(L, 1)

Im Unterschied zum n-Massenschwinger fiithrt die Betrachtung des aus infinitesimalen Massenelementen
aufgebauten Schwingers zu einer Beschreibung in Form einer partiellen Differenzialgleichung. Diese wird, wie
anhand der Analyse in Kapitel 1.2 deutlich gemacht wird, auch als so genannte Wellengleichung bezeichnet.
Insbesondere ist zu betonen, dass sich die Systemordnung aufgrund der kontinuierlich verteilten 6rtlichen
Koordinate z € R zu oo ergibt, weshalb ein System mit verteilten Parametern auch als infinit-dimensionales
System bezeichnet wird.

1.1.2 Elektrische Leitungssysteme

In die in Abbildung 1.3 dargestellte homogene RC-Leitung wird der Strom i(¢) eingespeist. Das Ende des
Leiters ist mit einem Ohmschen Widerstand R abgeschlossen. Zur Zeit ¢ = 0 sei der Leiter ladungsfrei.

Durch Anwendung der Kirchhoffschen Regeln auf das dargestellte differenzielle Leitungselement kénnen ana-
log zur dem im vorangegangenen Abschnitt betrachteten mechanischen Mehrmassenschwinger die partiellen
Differenzialgleichungen fiir den Strom i(z, t) und die Spannung x(z, t) bestimmt werden.

Aus der Knotenregel folgt

-0 dz, t
iz, 1) —i(z+dz, 1) —Cdzx(%tz)zo

=— 9i(z 0 dz+ 0%(dz)
0z
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io(t) i(z,0) i(z+dz, ) i(L, 1)
0 O o 9 O
x(0,1) x(z, 1) Cdz ——— | x(z+dz,t) x(L,t) | R
Y
0 z z+dz L

Abb. 1.3: Differenzielles RC-Leitungselement.

wihrend die Maschenregel

Rdzi(z, )+ x(z+dz,t)—x(z,t) =0
0x(z,t)

dz+ 0*(dz)

liefert. Nach Division mit dz und anschlieBender Auswertung des Grenzwertes fiir dz — 0 ergibt sich somit das
folgende System von PDgln. 1. Ordnung

0x(z,t) . lai(z, 0
ot ¢ o9z
0x(z,t)

0, z€(0,L), t>0

+Ri(z,1) =0, z€(0,L), t>0

fiir den Strom i(z, t) und die Spannung x(z, ). Aus der Annahme der Ladungsfreiheit zum Zeitpunkt ¢ = 0 ergibt
sich die AB x(z,0) = 0. Die Randbedingungen kénnen aus dem eingespeisten Strom an z = 0, d.h. i(0, #) = iy (),
und durch die Auswertung des Ohmschen Gesetzes am Abschlusswiderstand, d.h. x(L, t) = Ri(L, t), bestimmt
werden.

Es sei an dieser Stelle erwdhnt, dass sich das System von PDgln. fiir i(z, t) und x(z, #) durch Elimination von
i(z, t) in eine PDgl. 2. Ordnung in der Spannung

0x(z,t) 1 0%x(z, 0 0 cO.D), £50
_— = , z ) )
ot RC 0z2

iiberfiihren ldsst (die RBn ergeben sich entsprechend). Interessanterweise ist diese Gleichung identisch zur
Wirmeleitungsgleichung, die im folgenden Abschnitt hergeleitet wird.

1.1.3 Wirmeleitung und Diffusion

Eines der klassischen Beispiele zur Analyse von Regelungsentwurfsverfahren fiir SVPn stellt die Wiarmelei-
tungs- bzw. Diffusionsgleichung dar. Diese wird im Folgenden in allgemeiner Form zur Bestimmung der
Temperaturverteilung in einem einfach zusammenhéngenden drei-dimensionalen Gebiet hergeleitet. Hierzu
wird der in Abbildung 1.4 gezeigte warmeleitende Korper mit Volumen V betrachtet. Die dullere Normale in
dem eingezeichneten Flichenelement d A wird mit n bezeichnet. Um das Warmeleitungsproblem zu l6sen, ist
es notwendig, die Temperaturverteilung bzw. das Temperaturfeld T'(z, t) mit z = (z1, 22, z3) in seiner rdumlichen
und zeitlichen Abhéingigkeit zu bestimmen. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass die zeitliche
Anderung der inneren Energie U(z, t) der Summe der zugefiihrten abziiglich der Summe der abgefiihrten
Wirmestrome entspricht, d.h.

du .
E:Q+P (1.1)

Kapitel 1 Regelstrecken mit verteilten Parametern



Abb. 1.4: Bereich eines warmeleitenden Korpers mit dem Volumen V. Differenzielles Oberflaichenelement d A mit dullerer
Normalen n.

wobei Q den Warmestrom und P die (mechanische oder elektrische) Leistung bezeichnen, die dem Koérper
tiber dessen Oberfldche zugefithrt werden. Fiir den hier betrachteten inkompressiblen Korper ergibt sich fiir
die innere Energie

d—U—if udV = fﬂdv
ar _dr )’ =Pl ar

mit u der spezifischen inneren Energie, die sich gemé&R der (isochoren) kalorischen Zustandsgleichung zu
du = ¢(T)dT ergibt, wobei c(T) die spezifische Warmekapazitédt bezeichnet. Folglich gilt

dU_ fc(T)aTdV
a P, ar

Der zugefiihrte Warmestrom Q ergibt sich aus der Betrachtung des differenziellen Flichenelements d A. Ins-
besondere gilt fiir den in das Element hineinflieRenden Wirmestrom die Beziehung dQ = —g - nd A mit der
Wiarmestromdichte g. Es ist hierbei zu beachten, dass ein Warmestrom dann positiv gezdhlt wird, wenn er in
den Bereich hineinstromt. In diesem Fall weist der Vektor g in das Innere des Kérpers wobei der zugehorige
Normalenvektor n nach aullen zeigt, weshalb g - n < 0. Zusammen mit dem negativen Vorzeichen ergibt sich so-
mit, dass dann dQ > 0. Der gesamte Wirmestrom Q kann durch Integration aller differenziellen Warmestrome
dQ bestimmt werden, d.h.

Q:—f q-ndA:—f divgdV.

A v

Hierbei wurde fiir die zweite Identitdt der Gaulische Integralsatz verwendet. Die dem Korper zugefiihrte Leistung
P setzt sich aus einem Anteil Py zusammen, der eine Volumen&dnderung bewirkt, sowie einem Anteil der im
Inneren des Bereichs dissipierten Leistung Pygjss. Fiir den hier betrachteten inkompressiblen Korper gilt Py = 0.
Zur dissipierten Leistung Pgjss zdhlt beispielsweise die so genannte Joulesche Wéarme die in elektrisch leitfdhigen

Medien aufgrund deren elektrischen Widerstandes dissipiert wird. GemaR Baehr und Stephan, 1996 wird fiir
diese irreversiblen Energieumwandlungen im Innern des Korpers der folgende Ansatz verfolgt

P:PdiSS:f W(T)Z; t)dVy
%4

wobei W(T, z, t) die so genannte Leistungsdichte beschreibt. Einsetzen dieser Ergebnisse in die Energiebilanz
(1.1) liefert somit, dass notwendigerweise

or .. . .
f poc(T)— +divg—W(T,z,1)[dV =0
74 ot
Fiir beliebige Bilanzrdume V verschwindet dieses Volumenintegral nur, wenn
orT L
‘OC(T)E =—divg + W(T, z, 1).

Mit dem Fourierschen Gesetz der Wiarmeleitung Baehr und Stephan, 1996, d.h.

q =—-A(T)gradT,

1.1 Mathematische Beschreibung von verteilt-parametrischen Systemen



mit A(T) der Warmeleitfahigkeit, ergibt sich schliefflich die bekannte Form der Warmeleitungsgleichung

0T(z,1)
ot

pc(T(z, 1) =div|MT(z,1)gradT(z, 0)] + W(T(z, 1), 2, ). (1.2)

Im ortlich 1-dimensionalen Fall mit z = z und konstanten Parametern vereinfacht sich (1.2) zu

0T(z,1) _ A 0°T(z1) . W(T(z,1),2,1)

= 1.3
ot pc 0z2 pc 13
Zur vollstdndigen Festlegung des Temperaturfeldes T'(z, t) sind neben einer Anfangsbedingung
T(z,0)=To(z), z€V (1.4)

noch Randbedingungen notwendig. Diese konnen wie schon bereits im Abschnitt 1.1.1 beschrieben im Wesent-
lichen in

¢ Dirichlet-Randbedingungen T'(z,t) = Tx(z, 1), z € £ < 0Q,
¢ Neumann-Randbedingungen —A(T'(z, t))grad T (z, t) = g5 (2, t), z € X S 0Q, oder
« gemischte Randbedingungen —A(T (2, 1))gradT(z, 1) = @[Tz (2, 1) — T(z,1)], z€ £ < 0Q
unterteilt werden. Letztere beschreibt beispielsweise die Berithrung des Kérpers mit einem anderen Medi-

um der Temperatur Tx(z, t). Fiir detaillierte Herleitungsschritte, Parameterwerte und weitere (physikalische)
Analyseschritte sei auf Baehr und Stephan, 1996 verwiesen.

1.1.4 Diffusions-Konvektions-Reaktions-Systeme

Festbettreaktoren stellen in der chemischen Industrie den wichtigsten und meist verbreiteten Reaktortyp dar.
Typischerweise werden entsprechend der untenstehenden Abbildung die mit Katalysatorkérnern gefiillten
Rohre vom Reaktionsgas durchstromt. Die eigentliche Reaktion findet dabei nicht in der homogenen Gasphase
statt sondern an der Oberfliche der Katalysatorkdrner.

z z+dz
z
EEE—
KiithImantel
Katalysator
T wj
pp,v —> Leeraum
—>

Abb. 1.5: Differenzielles Reaktorelement.

Entsprechend dem gewiinschten Detaillierungsgrad kénnen zur mathematischen Beschreibung der in den
Reaktoren stattfindenden chemischen, thermischen und strémungsmechanischen Prozesse Modelle mit nahezu
beliebiger Komplexitdt hergeleitet werden. Zur prinzipiellen Illustration der wesentlichen Effekte und zur
Begriffsbestimmung werden jedoch im Folgenden nur stark vereinfachte Modellgleichungen angegeben, d.h.

0x(z,1) _0°x(z,1) _0x(z,1)
o Doz CTaz

+R(z,t,x(z, 1)), z€(0,L), t>0
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ox
0z

ox
RL_(Lrt):O) t>0
0z
x(z,0) = xo(2), ze[0,L].

Der Zustand x(z, £) umfasst hierbei typischerweise die Konzentrationen der beteiligten Komponenten sowie
die Reaktortemperatur und die Temperatur des Kithlmantels.

1.1.5 Flexible mechanische Strukturen

Einen prototypischen Anwendungsbereich der verteilt-parametrischen System- und Regelungstheorie stellen
flexible mechanische und mechatronische Strukturen dar. Beispiele sind dabei durch flexible und faltbare
Strukturen der Luft- und Raumfahrt, deformierbare Spiegel der adaptiven Optik, so genannte "smart structures”
mit in die Struktur eingebetteten Aktoren und Sensoren, oder Trag— und Kranstrukturen gegeben.

Im Folgenden wird eine kurze Einfithrung in die energiebasierte Modellierung von verteilt—-parametrischen
mechanischen Systemen unter Verwendung des (erweiterten) Hamiltonschen Prinzips gegeben (siehe z.B.
Reddy, 1984; Meirovitch, 1997). Zu dessen Formulierung ist ein kurzer Exkurs in die Variationsrechnung
notwendig. In allgemeiner Form liefert das (erweiterte) Hamiltonsche Prinzip die Bewegungsgleichungen eines
mechanischen Systems auf Basis der entsprechenden kinetischen Energie W, der potenziellen Energie W,
sowie der virtuellen Arbeit der externen und nicht-konservativen Krifte W,,;.. Das Hamiltonsche Prinzip
besagt, dass aus der Menge aller zuldssiger Pfade, d.h. der méglichen 6rtlichen und zeitlichen Verlaufe der
abhdngigen Variablen die die geometrischen Randbedingungen erfiillen, fiir den wahren Pfad das folgende
Wirkungsintegral

7]

Iy = f (Wi — Wy, + Wy |de
5]

fiir beliebige 11 < 2, 11, 1> € R extremal wird. Hierbei stellt der Term L = W}, — W,, die so genannte Lagrangesche

Funktion dar.

Eine alternative und fiir die eigentliche Berechnung direkt zugéngliche Formulierung ergibt sich aus der
Variationsrechnung. Dementsprechend ergeben sich die Bewegungsgleichungen des Systems genau dann,
wenn die Variation der obigen Integralgleichung identisch Null wird fiir alle Variationen in den abhingigen
Variablen x;(z, 1), j = 1,2,...,,J die zu den beliebigen Zeitpunkten #; und #, verschwinden (Meirovitch, 1997),
d.h. wenn

1)
SIy=| [6Wp—6Wy,+6Wyi|dr=0 (1.5a)
n
mit
6xj(z, 1) =6xj(z, ) =0, j=1,2,...,]. (1.5b)

Der Operator 6§ wird hierbei als Variationsoperator bezeichnet, wéhrend d x die Variation von x beschreibt. Des
Weiteren sei bemerkt, dass (1.5) die erste Variation des Funktionals Iy beschreibt. Seien beispielsweise W, =0
und Wy — W), = F(t, x) mit der abhéngigen Variable x = x(¢), dann gilt wegen Iy = Iy(x), dass

dIg(x+adx)

6l =
H=a da

2 L dF
= 5th=f —O0xdt
3] d

a=0 3] X

da 6 x = adx nach Definition (Reddy, 1984). Die Erweiterung auf Funktionale in mehreren abhéngigen Variablen
erfolgt analog.

Das prinzipielle Vorgehen zur Herleitung der Bewegungsgleichungen fiir verteilt—-parametrische mechanische
Systems soll im Folgenden anhand der Beispiele einer schwingenden Saite und eines Biegebalkens erldutert
werden.

1.1 Mathematische Beschreibung von verteilt-parametrischen Systemen



Beispiel 1.1 (Schwingende Saite). Im Folgenden werden die Bewegungsgleichungen der transversalen
Schwingung der in Abbildung 1.6 gezeigten Saite mit eingespanntem Ende an z = 0 und angebrachter
Feder am Ende z = L bestimmt. Neben der Ortlich—verteilt auf die Saite einwirkenden Kraft f(z,t), wird
angenommen, dass an der Stelle z = L eine weitere Kraft F(t) auf die Saite eingeprdgt wird.

A F(1)

f(z,0)

Abb. 1.6: Schwingende Saite.
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Beispiel 1.2 (Biegeschwingung eines Balkens). Anhand des Beispiels der transversalen Biegeschwingung
des in Abbildung 1.7 dargestellten Balkens wird im Folgenden eine weitere Anwendung des Hamiltonschen
Prinzips illustriert. Hierbei sei bemerkt, dass die potenzielle Energie des Systems direkt unter der klassischen
Euler-Bernoulli-Annahme erfolgt. Im Aligemeinen miissen jedoch zur Bestimmung der potenziellen Energie
Ergebnisse der Kontinuumsmechanik herangezogen werden, so dass fiir eine allgemeine Analyse bespielsweise
auf Reddy, 1984; Meirovitch, 1997 und dortige Referenzen verwiesen wird.

YIIIII ISV IS

m(z), EI(z)

Abb. 1.7: Biegeschwingung eines Balkens.

Der betrachtete Balken der Linge L, Masse pro Einheitslidnge m(z), Elastitzitdtsmodul E und Trédgheitsmo-
ment 1(z) sei wie oben dargestellt einseitig eingespannt und wird durch eine iiber die Oberfléche wirkende
Flichenlast f (z, t) angeregt. Schwerkrafteinfliisse werden im Weiteren vernachlissigt, konnen jedoch direkt in
die Formulierung der potenziellen Energie integriert werden.

Fiir die kinetische und potenzielle Energie des Balkens ergibt sich folglich (Meirovitch, 1997), dass

1 (L 0x(z, 1)) 1 [k %x(z, 0\
Wk—EL m(z)( ot ) dZ, Wp_if() EI(Z)(T) dz.
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Die virtuelle Arbeit der externen und nicht-konservativen Kraft f (x, t) ergibt sich zu
L
Wk = f fz,)x(z, t)dz.
0
Die erste Variation gemdifs (1.5) fiihrt somit auf

dzdt.

 rL 2
bl = f : f [m(z)axéz’ D b2, 0) - E10) 22D 52,10+ £z D602, 1)
5] 0 t 6z

Hierbei gilt, dass 5x;(z, t) = 5(0x(z, t)/0t) und 5x,,(z, t) = 5(0%x(z, t)/8z?). Die einfache partielle Integration
des ersten Terms bzgl. t und die zweifache partielle Integration des zweiten Terms bzgl. z fiihrt unter Beachtung,
dass 6x(z, t1) = 0x(z, t) = 0 schliefslich zu

1] 62 ot 52 92 ¢
Ol = fn f x(; )_a_Z(EI( )M) f(z,t)| 6x(z, H)dzdt
2 2
—f Elz )m 0xz(2,1) = aa (EI( )—a Xz, t))éx( ,r)]
31

Aus dem Hauptsatz der Variationsrechnung folgt somit, dass

% x(z, t) 0° Ozx(z,

ot? a 072

m(z) (EI( ) ):f(z, 1), z€(0,L), t>0 (1.6)

sowie die Bedingungen
dx %x
entweder 3% =0 oder M= El(z)a— =0 anz=0oderz=1,
z
0 62
entweder x=0 oder Q——a— El(z ) =0 anz=0oderz=L.

Die Gréfsen M und Q bezeichnen hierbei das Moment sowie die Querkraft. Aus den geometrischen Randbedin-
gungen der Einspannung, d.h.

0x
x(0,1)=0, — (0,1 =0, t>0 (1.7)
0z

folgen somit die so genannten natiirlichen Randbedingungen des Systems direkt zu

0%x 0 0%x
El(2)5=(L,1) = —a—(EI() ) =0, >0 (1.8)

0z% /|1,

womit das aus der klassischen Mechanik bekannte Ergebnis, dass am freien Rand keine Momente und
Querkriifte tibertragen werden, bestdtigt wird. Die Bewegungsgleichung des Balkens ergibt sich somit aus der
PDgln. (1.6) und den geometrischen und natiirlichen Randbedingungen (1.7), (1.8). Zu einer vollstdndigen
Systembeschreibung miissen noch konsistente Anfangsbedingungen

x(Z, 0) = xO(z)r (;_:(Z) 0) =X (Z)y zZ€E [Oy L] (]-9)

vorgegeben werden. Es sei bemerkt, dass die partielle Differenzialgleichung (1.6) der Balkenbiegung auch als
biharmonische Differenzialgleichung bezeichnet wird.

Weitere Beispiele sowie die Anwendung des Hamiltonschen Prinzips zur Ermittlung der Bewegungsgleichungen
piezoaktuierter flexibler mechanischer Strukturen sind in Aufgabe I zu finden.

1.1 Mathematische Beschreibung von verteilt-parametrischen Systemen

11



1.2 Klassifikation von PDgln 2. Ordnung und das Charakteristikenverfah-
ren

Die Klassifikation von PDgIn. erméglicht eine Charakterisierung des dynamischen Losungsverhaltens der
PDgln., woraus leistungsfahige (analytische) Losungsverfahren speziell fiir so genannte hyperbolische PDgln.
abgeleitet werden konnen. Dartiiber hinaus bestimmt aus Sicht der Numerik die Klassifikation die Wahl eines
geeigneten numerischen Losungsverfahrens, da fiir jede der im Folgenden charakterisierten Typen von PDgln.
jeweils unterschiedliche numerische Verfahren zur Anwendung kommen. Im Hinblick auf regelungstechnische
Anwendungen erweist sich die Klassifikation ebenfalls von gro8er Bedeutung, um dem unterschiedlichen
dynamischen Verhalten der PDgln.-Typen Rechnung tragen zu kénnen.

1.2.1 Semilineare PDgln. in 2 Koordinaten z und ¢

Zur Motivation und Interpretation der Klassifikation von PDgIn. wird im Folgenden eine lineare bzw. semilineare
PDgln. 2. Ordnung in den Koordinaten z und ¢ untersucht
0%x 8x ?x  dx

0
S +2ans S an S s+ by s+ ex= f(a,1,%), (1.10)

an oz %ot

wobei a;j, bj, i, j =1,2 als bekannte Funktionen in z und ¢ vorausgesetzt werden. Das so genannte Cauchy-
Problem besteht nun darin, eine Losung x(z, t) von (1.10) mit auf einer Kurve I" der (z, f)-Ebene vorgegebenen
konsistenten Werten von x, 0x/0z, 0x/dt zu ermitteln. Fiir eine in Parameterform gegebene Kurve

I':(z,0=(@),p@), (R
werden im Weiteren die Anfangswerte entsprechend

0x

xr = h(), % =y, =¢) (1.11)

X
ot |r
vorgegeben. Offensichtlich gilt entlang der Kurve I', dass

dx 0x

=n +=p0, 1.12
a O ==—aQ T, B (1.12)
wobei (-)’ die Ableitung nach ¢ reprisentiert. Hieraus ist leicht ersichtlich, dass nur zwei der Funktionen h((),
(), ¢() unabhéngig voneinander frei gewéhlt werden kénnen. Gleichung (1.12) stellt somit eine Konsistenz—
bzw. Kompatibilitdtsbedingung dar, der die Anfangswerte gehorchen miissen. Des Weiteren gelten dhnliche
Bedingungen fiir die hoheren Ableitungen entlang I'

d ox %x

Aoz =y’ = a(() 2 mﬁ(() (1.13)
d ox 62 o ’x

a0 =00 O+ gz p O 1

Eine Losung x(z, t) von (1.10), (1.11) muss folglich das Gleichungssystem

a1 2a1  ax % f(zt, x)—(bl +b2 +cx)
Q) pO 0 |[Zx]= 4(9 (1.15)
0 dO FO]|%E ¢'©)

=i A
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erfiillen, wobei die Existenz einer eindeutigen Losung mit Ausnahme des Falls
detA = a1 %) ~2a12a' Q') + a2 a®) = 0 (1.16)

sichergestellt ist. Die Kurve I" wird charakteristische Kurve oder charakteristische Richtung genannt falls
det A = 0 entlang I" bzw. nicht—-charakteristische Kurve oder nicht-charakteristische Richtung falls det A # 0
entlang I" John, 1982).

Entlang jeder nicht-charakteristischen Kurve I' konnen aus (1.15) alle Ableitungen 2. Ordnung von x(z, f)
bestimmt werden. Somit konnen in dhnlicher Weise alle Ableitungen hoherer Ordnung von x(z, t) (Existenz
vorausgesetzt) auf I' ermittelt werden, so dass in jedem Punkt (zy, fp) von I' eine formale Potenzreihe in (z — zg),
(t - 1) fiir die Losung des Cauchy-Problems (1.10), (1.11) bestimmt werden kann. Fiir analytische Losungen
x(z, t) ergibt sich somit direkt die Potenz— bzw. Taylorreihendarstellung in der Umgebung eines jeden Punktes
(2o, to) von I'. Dies setzt jedoch analytische Anfangswerte (1.11) voraus, was zum so genannten Satz von Cauchy-
Kowalevskaja fiihrt (John, 1982).

Falls die Anfangsdaten (1.11) entlang einer charakteristischen Kurve I" vorgegeben werden, so hat das Cauchy-
Problem (1.10) mit auf I" vorgegebenen Anfangsdaten (1.11) im Allgemeinen keine (eindeutige) Losung. Die
Losung entlang I' wird nicht eindeutig durch die Anfangsdaten (1.11) bestimmt — das Cauchy-Problem ist
nicht wohl-definiert. Jedoch kénnen aus det A = 0 weiterfithrende Einsichten in das Losungsverhalten und
dementsprechend in die Klassifikation der PDgln. sowie in die Existenz von Losungen gewonnen werden.
Insbesondere ist Gleichung (1.16) wegen &' ({) = dz/d{ bzw. §'({) = dt/d{ dquivalent zu

audtz —2aypdtdz + a22d22 =0.

Hieraus ergibt sich die Bestimmungsgleichung der charakteristischen Kurve I' als Lésung der gewéhnlichen
Differenzialgleichung (Dgl.)

[ 2
dr @2xn/aj,—aiaz

—= 1.17
dz aln ( )

Entsprechend der Ausfiithrungen z.B. in John, 1982 erlaubt dies die Klassifikation der PDglIn. (1.10) in

* hyperbolisch, falls a2, — a1 az; > 0;
« elliptisch, falls a?, — a1 az; < 0;

* parabolisch, falls a?, — ai1 az» = 0 mit by #0.

Die Namensgebung der Klassifikation erfolgt in Anlehnung an die Klassifikation von Kegelschnitten. Fiir
konstante a;j, bj, i, j = 1,2 stellen die Lésungen von (1.17) Geraden £(z) = mz + ¢ in der (z, r)-Ebene dar. Des

t t t

A

> > >

hyperbolisch z parabolisch Z elliptisch <

Abb. 1.8: Verlauf der Charakteristiken in der (z, t)-Ebene im Fall einer hyperbolischen, parabolischen oder elliptischen
PDgln. 2. Ordnung.

Weiteren kann im hyperbolischen Fall gezeigt werden, dass das Cauchy-Problem wohl-definiert ist, also eine

1.2 Klassifikation von PDgln 2. Ordnung und das Charakteristikenverfahren
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eindeutige Losung besitzt, falls die Anfangsdaten nicht auf einer charakteristischen Kurve der PDgln. gegeben
sind (vgl. Beispiel 1.3).

Esist hier zu betonen, dass aus systemtheoretischer bzw. regelungstechnischer Sicht ausschlie@lich parabolische
und hyperbolische PDgln. von Interesse sind.

Beispiel 1.3 (Lineare Wellengleichung). Im Folgenden werden die Ergebnisse des vorangegangenen Abschnitts
zur Analyse der Gleichungen der schwingenden Saite aus Beispiel 1.1 verwendet.

Der Vergleich der Wellengleichung

0%x(z, 1) _ 2 0%x(z, 1)
oz 022

mit der allgemeinen Form der betrachteten PDgl. (1.10) liefert
an=—c%, a;p=0, axp=1.

Wegen afz — ay1apy = ¢ > 0 ist die Wellengleichung entsprechend der obigen Klassifikation hyperbolisch. Wie
im Weiteren gezeigt wird, erméglicht dies die Bestimmung einer Normalform der Wellengleichung, durch die
Einfiihrung neuer Koordinaten. Aus der Normalform kann dabei unmittelbar eine geschlossene Losung des
zugehdrigen Anfangswertproblems (AWPs) ermittelt werden.

* Bestimmung der Charakteristiken: Mit den Parametern der Wellengleichung fiihrt die Auswertung von
(1.17) auf

dt +1 konst.
— =+-— = konst.,
dz c

so dass sich mit t(zg) = 0, 2o € R (beliebig aber fest) die Kurvenschar in der (z, t)-Ebene ergibt

1
rl'zi t=+—(z—zp).
(5

[ - B

L . |

* PDgl.—Normalform der Wellengleichung: MitI'} » konnen unmittelbar neue Koordinaten eingefiihrt
werden:

1
I'y: t:E(z—n) = n=z-ct
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Iy tz—é(z—() > (=z+ct.

In diesem neuen (n,{)-Koordinatensystem nimmt die PDgl. der Wellengleichung eine besonders einfache
Form an. Es gilt x(z,t) = X(n(z, 1),{(z, t)), womit sich die Ableitungen zu

o dn

ergeben. Die Wellengleichung in neuen Koordinaten folgt somit zu

dx 0x0n 0%d( (ax aX) ox 0% 0%

ot onot acar ¢ 9z o on

i +ci)x( t)=—-4c
ar  Caz) YT

,02%(1,0)
ono¢

Aufgrund der einfachen Struktur wird die PDgl. auf der rechten Seite der letzten Identitdit auch als
Normalform bezeichnet. Ihre Losung kann direkt als x(n,{) = p(n)+ q () ermittelt werden, mit beliebigen
2—fach stetig differenzierbaren Funktionen p(n) und q({). In den Originalkoordinaten entspricht dies
der Losung x(z,t) = p(z—ct) + g(z+ ct).

"o Caz”

_0%x ,0%x (i_ca)
0t 0z

Wohldefiniertheit und Losung des AWPs (Charakteristikenverfahren): Fiir die Wahl der Anfangsbedin-
gungen werden im Folgenden zwei Fille unterschieden:

- Die Anfangswerte sind nicht auf T , gegeben. Hierzu werden die beiden ABn x(z,0) = xy(z)
und 0x/0t(z,0) = x;1(z) betrachtet. Zur Bestimmung der allgemeinen Losung x(z, t) miissen die
Funktionen p(-) und q(-) aus den Bedingungen

p(2)+q(2) = x0(2), ¢(q'(2)—p'(2)=x1(2)

ermittelt werden. Dies fiihrt auf die so genannte D’Alembertsche Losung des AWPs

1 z+ct
x(z,t) = > Xo(z—ct)+xp(z+ct) + —f
c

z—ct

X1 (T)d‘l') .

- Die Anfangswerte sind aufT , gegeben. In diesem Fall werden aus Griinden der Einfachheit
die ABn im (n,{)—Koordinatensystem zu x(n,0) = 0 und 0x/0{(n,0) = 0 vorgegeben. Somit folgt
unmittelbar, dass sowohl

xn,0)=0

als auch beispielsweise

, da
£(0,0) = Q) mit g(0) = == (0) =0
ac
Lésung der PDgl.—Normalform —4c*8°%(n, ()1 (0nd{) darstellen. Offensichtlich kann in diesem Fall
keine eindeutige Losung des AWP bestimmt werden, weshalb das Problem in dieser Konfiguration,
d.h. mit Anfangswerten auf der charakteristischen Kurve, nicht wohl-definiert ist.

Die obigen Ergebnisse zur Klassifikation von semilinearen PDgln. 2. Ordnung kénnen im Prinzip auf den Fall
von n > 2 Koordinaten z; sowie quasilinearen PDgln. 2. Ordnung (linear in den hchsten Ableitungen mit Koef-
fizienten die vom Zustand und dessen Ableitungen 1. Ordnung abhingen) iibertragen werden. Jedoch erfordert
die Herleitung einen etwas grofleren Aufwand, so dass auf die Ausfiihrungen in John, 1982; Whitham, 1999;
Denath, 2005 verwiesen wird. Des Weiteren ergeben sich fiir quasilineare Systeme weitere Einschrankungen,
die insbesondere mit der Losungsexistenz zusammenhéngen.

1.2.2 Typen partieller Differenzialgleichungen

Die untenstehende Zusammenstellung liefert einen kompakten Uberblick mit Beispielen zu den einzelnen
Klassen partieller Differenzialgleichungen.

1.2 Klassifikation von PDgln 2. Ordnung und das Charakteristikenverfahren
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Elliptische partielle Differenzialgleichungen

Physikalisches Modell Gleichung ‘ Charakteristiken
Ortlich 2-dimensionale Px  ?x dz,
; ; —+—=f(xu o =+v-l
Potentialverteilungen azf 62% f dz,
(konj. komplex, ohne
Beispiele:

e Stationdres elektrisches oder ma-
gnetisches Feld (Laplace- oder
Poisson—Gleichung)

* Stationire Ausgleichsprozesse

¢ Gravitationsfeld

phys. Bedeutung)

Parabolische partielle Differenzialgleichungen

Physikalisches Modell Gleichung Charakteristiken
Ausgleichsprozesse 0 02 -
pcp_x_a_;c:f(u,z,t) dr=0=r1=1
ot 0z (1 Schar)

Beispiele:

* Wirmeleitung
Spez. Warmekapazitit pc),
Wirmeleitkoeffizient a = 1

¢ Diffusion
pcp =1, Diffusionszahl a = D,

* Elektrische RC-Leitung (vgl. Ab-
schnitt 1.1.2)
pcp=1,a=1/(RC)

Ausgleichsprozesse mit
Strémung

ca—x+uca—x—aj—f(xu)
Pevar TP T Yoz T

Stromungsgeschwindigkeit v
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Hyperbolische partielle Differenzialgleichungen

Physikalisches Modell Gleichung Charakteristiken
Transport— oder ox Ox dz
Strémungssystem 3 Ve " fl,z1) a v
Stromungsgeschwindigkeit v, 2(0) ;Z(O) +vt
Lauf- bzw. Totzeit L/v (I Schar)
Harmonische Schwingungen 2x  2x dz
Wellenausbreitung 32 %z flu,z1) Frie +va
Beispiele: 2() = Vat+2(0)
P z(t) = —v/at + z(0)
* Elektrische LC-Leitung (2 reelle Scharen)
a=1/(LC)
* Druck-/Schallwellen
Schallgeschwindigkeit y/a = ¢
* Saite (vgl. Beispiel 1.1)
a = P/u mit Spannung P und Mas-
se/Linge u
Gedédmpfte Schwingungen 2 x dx  0%x 2 x
und Wellen ﬁ+a1§—6l@+a2ﬁ=ﬂ% u)

Dampfungskonstanten a;

Biharmonische partielle Differenzialgleichungen

Physikalisches Modell Gleichung Charakteristiken
Biharmonische 2 x ax 02 ( 0%x
Schwingungen K5z ta; 3 + 32 ( @)

. °x 0 ( 0x)_f( )
Y5102 0z \Vaz) Y

Beispiel:

* FElastische Balken (vgl. Beispiel 1.2)
Masse/Linge u
Dampfungskonstanten «;

(i =1 extern, i = 2 intern)
Biegesteifigkeit 8, Laingskraft y
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1.3 Grundprinzipien des Regelungs- und Beobachterentwurfs fiir Systeme
mit verteilten Parametern

Zur Vorbereitung und Illustration der in den folgenden Kapiteln betrachteten Analyse und Entwurfsmethoden
fiir SVPn werden im Weiteren zunéichst die grundlegenden Entwurfszugénge bzw. Entwurfsansitze einfithrend
erldutert.

1.3.1 ”Early lumping” und ”Late lumping” Entwurf

Im Allgemeinen beruht der Regelungsentwurf fiir Systeme die durch PDgln. beschrieben werden auf zwei
Prinzipien, dem so genannten ”early lumping”, bei dem die geltenden PDgln. zuerst mit geeigneten Methoden
in ein System von gewdhnlichen Dgln. tiberfiihrt werden, und dem so genannten ”late lumping” bei dem
der Entwurf direkt anhand der verteilt-parametrischen Streckenbeschreibung erfolgt. Dies ist untenstehend
schematisch erldutert. Der Vorteil des "early lumping” liegt in der Méglichkeit, die fiir finit-dimensionale

System mit verteilten Parametern

Approximation z.B. Direkte Nutzung der
e Galerkin/Modale—Verfahren verteilt-parametrischen Stre-
* Finite Element Verfahren ckenbeschreibung
Y
SKP-Modell der
Ordnung n
Y Y
Regler/Beobachter—
Entwurfsverfahren Regler/Beobachter-Entwurfsverfahren fiir SVP
fiir SKP
T
|
|
|
Y
Endlich-dim. Regler und Nichtrealisierbare = oco—dim. Realisierbare SVP-Regler und
Beobachter - SVP-Regler und —-Beobachter —Beobachter

Abb. 1.9: Schematischer Vergleich des "early lumping” und "late lumping” Entwurfes.

(nichtlineare) Systeme vorhandenen vielféltigen und im Allgemeinen sehr gut entwickelten Analyse— und
Entwurfsmethoden heranzuziehen. Dabei ist jedoch zu bemerken, dass deren Anwendung aufgrund der im
Allgemeinen notwendigen hoch-dimensionalen Approximation des SVPn oftmals stark eingeschrénkt ist, so
dass zusitzlich Methoden zur Modellreduktion angewandt werden miissen. Zusitzlich treten durch die Model-
lapproximation und ggf. —-reduktion neue und oftmals unphysikalische Parameter in den Modellgleichungen auf,
die u.U. erst mit geeigneten Identifikations— und/oder Optimierungsverfahren aus Messungen ermittelt bzw.
eingestellt werden miissen. Des Weiteren ist zu betonen, dass die so entworfene Regelung im Allgemeinen nicht
die Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises mit der verteilt—-parametrischen Strecke garantiert. Insbesondere
konnen so genannte ”spillover”’-Effekte, wie sie in Kapitel 3 untersucht werden, zu einer Destabilisierung des
Systems fiihren.

Demgegeniiber wird beim "late lumping” Entwurf die vollstdndige Dynamik des SVPn beriicksichtigt. Approxi-
mationsfehler, die typischerweise im "early lumping” Entwurf auftreten und zu einer verringerten Regelgiite
bzw. zur Destabilisierung fithren, werden somit vermieden. Insbesondere zeigen die Modellierungsbeispiele
in Abschnitt 1.1, dass die Beschreibung in Form von PDgln. typischerweise nur relativ wenige Parameter mit
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y* u* Entwurf iiber flachheitsbasierte
> >-1 - Methoden
x* Au u y
z* —0 Teo  |—g—>
—
2B -

Ausgangs— bzw. Zustandsriickfiihrung und -beobachter

Abb. 1.10: Zwei-Freiheitsgrad-Struktur des Regelkreises mit Trajektorienplanung £*, Vorsteuerung =1, Ausgangs— oder
Zustandsriickfithrung X g, Zustandsbeobachter X und verteilt—-parametrischer Strecke .

physikalischer Bedeutung aufweist, weshalb im Allgemeinen die aufwendige Ermittlung der durch Approximati-
onsmethoden induzierten Parameter vermieden werden kann. Diese Vorteile gehen jedoch mit einem deutlich
hoéheren mathematischen Analyse- und Entwurfsaufwand einher.

1.3.2 Regelkreisstruktur mit zwei Freiheitsgraden zur Trajektorienfolgeregelung

Fiir SKP hat sich die so genannte Zwei-Freiheitsgrad-Struktur (2FHG-Struktur) nach Horowitz, 1963 als
prinzipielle Basis industrieller Folgeregelungen erwiesen, wobei einerseits das Fiihrungs— und andererseits das
Storverhalten des geschlossenen Regelkreises unabhingig voneinander entworfen werden. Hierzu wird der
klassische Regelkreis bestehend aus Strecke X, Ausgangs— oder Zustandsriickfithrung X und ggf. Zustandsbe-
obachter Xz um Trajektorienplanung * und Steuerung X! erginzt, womit sich die untenstehende Struktur
ergibt.

Es ist insbesondere anzumerken, dass in der Literatur:

e fiir SVPn meist die Stabilisierungsaufgabe jedoch nicht das Trajektorienfolgeproblem betrachtet wird.
Eine Ausnahme bilden die Methoden der optimalen Steuerung und Regelung (Lions, 1971; Troltzsch,
2005).

¢ nur wenige Methoden zum systematischen Steuerungsentwurf und der Trajektorienplanung vorhanden
sind.

Vielversprechende Ergebnisse in Hinblick auf eine methodische Losung des Trajektorienfolgeproblems wurden
im Rahmen der Erweiterung der so genannten differenziell flachen Systeme auf SVPn, siehe z.B. (Fliess u. a.,
1997; Lynch und Rudolph, 2002; Rudolph, 2003; Meurer und Zeitz, 2005; Meurer, 2005; Meurer, Thull u. a.,
2008; Meurer, 2013), gewonnen. Eine erste Einfithrung in diese Methodik und deren Kombination mit den im
Weiteren untersuchten Regelungsentwurfsverfahren wird in Kapitel 4 gegeben.

Speziell fiir SVPn werden sowohl der Steuerungs- als auch der Regelungsentwurf durch den unendlich-dimen-
sionalen Charakter der zugrundeliegenden Systemgleichungen erschwert. Dies soll anhand der Gleichungen
eines linearen Warmeleiters illustriert werden.

1.3 Grundprinzipien des Regelungs- und Beobachterentwurfs fiir SVPn
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Beispiel 1.4 (Idealisierter Steuerungs— und Regelungsentwurf fiir einen Warmeleiter). Im Weiteren wird
der Aufheizvorgangs des in Abbildung 1.11 dargestellten Wéiirmeleiters untersucht.

u(z, t)
uo (1) ur(t)
—_— x(z, 1) -
—
0 “ L

Abb. 1.11: Warmeleiter mit kontinuierlich verteilter StellgroQe.

Die Temperaturverteilung x(z, t) gehorcht dabei der PDgl.

0x(z,1) B 0%x(z, 1) _

a1 a P u(z, t) z€(0,L),t>0. (1.18)
mit AB
x(z,0) =xp(2) =0 z€e[0,L] (1.19)
und RBn
x0,8) =uo(t), x(L,t)=ur(?) t>0. (1.20)

Wird das Ortsprofil u(z, t) fiir z € [0, L], t = 0 als Stellgrifse aufgefasst, so konnen direkt eine Steuerung und
eine Folgeregelung entsprechend der 2FHG-Struktur aus Abbildung 1.10 entworfen werden.

* Flacher Ausgang: Die Wahl einer "fiktiven” AusgangsgrofSe y(z, t) = x(z, t) fiihrt wegen

ay(z, 1) y(z, 1)

x(z, ) =y(z,1), ulzt)= 37 a 322

auf die Gleichungen des so genannten inversen Systems X~ 1. Diese stellen eine (differenzielle) Parame-
trierung des Zustandes x(z, t) sowie des Eingangs u(z, t) durch y(z, t) und dessen zeitliche und értliche
Ableitungen dar. Wie in Kapitel 4 gezeigt werden wird, entspricht y(z, t) fiir das betrachtete idealisierte
Szenario einem so genannten flachen Ausgang.

* Trajektorienplanung >* und SteuerungsentwurfX™': Die Vorgabe geeigneter und hinreichend oft
differenzierbarer Solltrajektorien y* (z, t) fiir y(z, t), die aus Konsistenzgriinden die Bedingungen

y*(2,0)=0, z€[0,L]
0,8 =u(1), £>0
YL, 1) =ur(, >0

erfiillen miissen, liefert die Steuerung

0y*(z0) &y (z1)

“(z,0) = ,
wie )= =7, 022

die notwendig ist, um die Trajektorienfolge y(z, t) = x(z,t) — x* (2, 1) = y* (2, t) fiir alle z € [0, L] und
t = 0 zu realisieren. Offensichtlich kann dem System ein gewiinschtes Fiihrungsverhalten direkt durch
die entworfene Steuerung eingeprdgt werden. Dabei ist jedoch zu bemerken, dass die Anwendung der
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Steuerung auf den nominellen Fall eines stabilen Systems ohne Stérungen und Modellfehler beschrénkt
ist. Andernfalls muss zusditzlich eine geeignete Regelung entworfen werden.

e Stabilisierung des Trajektorienfolgefehlers: Fiir u(z,t) = u*(z,t) + Au(z, t) erfiillt der Folgefehler
Ax(z,t) = x(z,t) — y*(z, t) die PDgl

0Ax(z,1) aazAx(z, 3]
ot 072

=Au(z,t), z€(0,L), t>0.

Diese Gleichung beschreibt dabei die verteilt-parametrische Dynamik des Trajektorienfolgefehlers.
Im betrachteten idealisierten Szenario kann nun leicht eine den Trajektorienfolgefehler exponentiell
stabilisierende Zustandsriickfiihrung Xr entworfen werden. Die Wahl

Az, ) = —poAx(a, 1) — aLAXE D
) - pO ) 022
fiihrt dabei auf die PDgl.
0Ax(z,t) — poAx(z, )
at - pO ’ ’

welche fiir Ax(z,0) = Axo(z) wegen Ax(z, t) = exp(—pot)Axo(z) fiir po > 0 exponentiell stabil ist. Mittels
der so entworfenen Zustandsriickfiihrung kann also die Dynamik des Trajektorienfolgefehlers unmittel-
bar vorgegeben werden.

Wie einleitend erwdhnt beruhen die obigen Ergebnisse auf der Annahme einer idealisierten Eingangsgrifse. In
der Realitdt ergeben sich die Stellgrifsen jedoch typischerweise in der Form

u(z, t) = Z bi(2)u;(t) bzw. u(z,t)=06(z—2)u(t).
i=1

Aufgrund der Separation der unabhdingigen Variablen z und t ist offensichtlich, dass die entworfene Zu-
standsriickfiihrung Au(z, t) nicht realisierbar ist. Des Weiteren ist zu bemerken, dass die (theoretische)
Implementierung von Au(z, t) die Kenntnis des vollstindigen Profils Ax(z, t) fiir alle z € [0, L] und t = 0 sowie
dessen zweifache ortliche Ableitung erfordert. Wie im folgenden Abschnitt erldutert wird, sind beide Grofsen
Jjedoch messtechnisch nicht zugdnglich.

Diese Einschréankungen zeigen deutlich, weshalb die Annahme einer Eingangsgro8e der Form u(z, t) als ideali-
siert bezeichnet wird. Ein realisierbarer Steuerungs— und Regelungsentwurf muss also unter Einhaltung gewisser
Nebenbedingungen bzgl. der Wahl der Stell- und Messgrof3en erfolgen.

1.3.3 Stell- und Messgrof3en

Wie es in dem obigen Beispiel ersichtlich ist, ergibt sich offensichtlich beim Steuerungs- und Regelungsentwurf
fiir SVPn eine weitaus grolere Vielfalt an Moglichkeiten fiir die Auswahl von StellgroBen und Mess— bzw. Regel-
groen als im konzentriert—-parametrischen Fall. Je nach Position und Anzahl der Stelleingriffe unterscheidet
man zwischen den folgenden drei Konfigurationen:

¢ Randeingriff bzw. Randausgang

u(t) y(@®) = y* (0

. x(z,t) >

z
0 L

Im Fall der aus praktischer Sicht wichtigen Fille des Randeingriffs bzw. Randausgangs sind die Stell- und
Messgroflen ortlich konzentriert an den Rdndern des Ortsbereichs gegeben.

1.3 Grundprinzipien des Regelungs- und Beobachterentwurfs fiir SVPn
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* Kontinuierlich verteilten Stell- und Messgré3en
u(z,t)

‘W'

z x(z,t) — w(z,t)

0 ' ' ' L
y
Y

y(z, 1)

Fiir diesen, an sich nur theoretisch interessanten Fall mit unendlich-dimensionaler Stell- bzw. Messgroe
wird angenommen, dass u(z, £) und y(z, t) beliebige und nicht in orts— und zeitvariable Komponenten
separierbare Funktionen darstellen.

¢ Punktweise verteilten Stell- und Messgrofen

uy (1) Up (1) = u(t) e R™

| l

z x(z, 1)
—>
0 I I L
n() yp(D) = y(t) eR?

Im diesem Fall lassen sich die m Stell- und p Messgrofen mathematisch entsprechend

m
u(z, 1) =y bi(2)u;(t)

i=1

und
L
yj(t)=f0 cj(2)x(z, 1)dz, j=1,...,p

erfassen. Dabei stellen b;(z) und c;(z) die Ortscharakteristiken der Stell- bzw. Messglieder dar. Typische
Beispiele fiir diese Konfiguration stellen chemische Reaktoren mit Kithlmantel (vgl. Abschnitt 1.1.4)
oder mittels Piezo—Patches aktuierte mechanische Strukturen (vgl. Aufgabe 1) dar. Aus mathematischer
Sicht tritt dabei jedoch die Schwierigkeit auf, dass die Beschreibung von punktweise wirkenden Stell-
und Messgrolen zum Auftreten von Dirac Delta—Funktionen fiihrt, d.h. u(z, t) = §(z — 2) u(t) sowie
y(z,t) = fOL§ (z—2)x(z,)dz = x(2,1) (vgl. Aufgabe 1.3). Dies fithrt im Rahmen der mathematischen
Systemanalyse zu so genannten unbeschrénkten Operatoren, wie sie in Kapitel 3 untersucht werden.
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Kapitel 2

Analyse und Synthese im Frequenzbereich

Frequenzbereichsmethoden haben sich fiir lineare, zeitinvariante Systeme als sehr leistungsfdhige Analyse— und
Entwurfswerkzeuge erwiesen. Da insbesondere die diesem Ansatz zugrunde liegende Laplace-Transformation
nahezu unmittelbar auf verteilt—-parametrische Systeme iibertragen werden kann, ist es naheliegend eine
entsprechende Entwurfssystematik fiir unendlich-dimensionale Systeme zu entwickeln. Diese ist Gegenstand
dieses Kapitels mit dem Ziel, eine Einfiihrung in die moderne und verallgemeinerte Analyse im Frequenzbereich

zu geben.

2.1 Einfiihrung in die Analyse im Frequenzbereich

Mittels der Laplace-Transformation

X(z,s) = ZL{x(z, 1)} =/ e Stx(z, H)dt
0

kann ein lineares, zeitinvariantes, inhomogenes Anfangs—-Randwertproblem der Form

j=1

ne 0] ng a]
i— , 1)+ i— , 1) = , 1),
Zalaﬂx(z ) jgoﬂ]azjx(z ) = u(z, 1)

= Dyx(z, 1)

0l x

W(Z, 0) = xo,;(2),

nz—1 k

(kZ:OY?c,,-%x(z, o) _, = ujo,

_p0
= RY x(z,1)

nz—1 k

(5 rkgmeten)| = wo,

_pL
_Rz,jx(z, 1)

2.1
ze(0,0), t>0 (2.2a)
ze[0,L], j=01,.,n,-1 (2.2b)
t>0, ji=12,...,n° (2.2c)
t>0, j=12,...,nk (2.2d)

mit n(z) + nIZ‘ = n; in ein lineares, inhomogenes, ortliches Randwertproblem iiberfiihrt werden. Gemif (2.1),
muss die Transformation in der halb—unendlichen (Zeit-) Koordinate ¢ € [0,00) erfolgen. Mit den bekannten
Eigenschaften der Laplace-Transformation ergibt sich schlieBlich das Randwertproblem

ne . ny
D X(z,9)+ ) ajs'X(z,9=Ulz,9+)_aj
j=1

=
Y s (), z€(0,L). 2.3)
i=0
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Des Weiteren liefert die Anwendung der Laplace-Transformation auf (2.2c), (2.2d) die entsprechenden Randbe-
dingungen im Bildbereich der Laplace-Transformation

R%X@Jnﬁozuﬂg, i=12,...,n
R X(2,9)lz=1= UJ(s), j=12,...,n;. 2.5)

(2.4)

N NSO

Zur Losung dieser ortlichen Randwertaufgabe (2.3)—(2.5) existieren verschiedene Ansitze:

« direkt, z.B. mittels geeigneter Ansatzfunktionen (exp(1z)-Ansatz);
* Modale Transformation;

¢ Greensche Funktion.

Im Folgenden wird beispielhaft die Anwendung der Laplace-Transformation zur Analyse von verteilt-parametrischen
Systemen gezeigt. Hierzu werden die Warmeleitungsgleichung als Beispiel einer parabolischen PDgl. und die

so genannte Transportgleichung als Beispiel einer hyperbolischen PDgl. betrachtet. Fiir eine Zusammenfas-
sung der wesentlichen Eigenschaften und Korrespondenzen der Laplace-Transformation wird auf Anhang A
verwiesen.

Beispiel 2.1 (Aufheizvorgang eines Wirmeleiters). Der wichtigste Représentant der Ausgleichsprozesse ist
die Wéirmeleitung.

u(z, t)
0 O O O O O
uo (1) ur(t)
S Xx(z,1) R
——
0 “ L

Fiir die Wahln; =1 undn, =2 mita; = 1, By = 1 = 0 sowie 2 = —a, a > 0, beschreibt die PDgl. (2.2a) den
Aufheizvorgang in dem oben abgebildeten Wéirmeleiter mit der Temperaturverteilung x(z, t) gemdifs

amzn_aﬁm@n_u(ﬂ €(0,1),1>0 2.6)
ot a2 Y e '

Der Wérmeleiter befinde sich zum Zeitpunkt t = 0 in einem stationdren Zustand, so dass 0.B.d.A. ein homoge-
nes Anfangsprofil

x(2,0) = xo(2) =0, z€[0,1] 2.7

angenommen werden kann. An den Rdindern z € {0, L} werden iiber uy(t) und uy(t) direkt die Randwerte
x(0,t) und x(L, t) vorgegeben

X(O, t) = u()(t)v x(L) t) = UL(t), r> Oy (28)

weshalby) = vk =1 undy? = yL = 0. Die Anwendung der Laplace-Transformation fiihrt auf

dX(z,s)
sX(z,8)—a————=U(z,s), z€ (0,L) 2.9)
dz?
X(0,5) =Up(s), X(L,s)=Ur(s). (2.10)
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Im Folgenden wird vereinfachend U (z, s) = 0 angenommen, so dass sich mittels des Losungsansatzes

X(z,8) = A(s)sinh \/gz + B(s) cosh \/gz

die allgemeine Losung zu

sinh %(L —2) sinh %z

X(z,8) = ———— Up(s) + ————UL(9) (2.11)
sinh %L sinh /3L
[ [ —
=:Gy(z,9) =:Gr(z,9)

in Abhdingigkeit von den beiden transzendenten ortsabhdngigen Ubertragungsfunktionen Gy (z, s) und Gy (z, s)
ergibt. Die Losung im Zeitbereich ergibt sich mittels des Faltungssatzes zu

t t
x(z,t) = f golz, t—Tup(r)dr + f gr(z, t—Tur(r)dr
0 0
=8o(z, 1) % up (1) + gr(z, 1) * ur ().
Dabei sind die inversen Ubertragungsfunktionen gy(z,t) = L YGy(z,5)} und gr(z, 1) = L YGL(z, $)} bei-

spielsweise mittels des Residuensatzes zu ermitteln. Anhand des eingeschlagenen Losungsweges konnen
weitere Eigenschaften des betrachteten Systems ermittelt werden:

e Stationdre Losung: Aus dem Endwertsatz der Laplace-Transformation ergibt sich, dass

Xxs(z) = x(z, t — 00) o—e liII(l) sX(z,s) fiir lir% sUp,1.(s) = i1p,1 = konst.
s— s—

Mit (2.11) folgt somit

sinh/3(L-2) sinh/3z Hosi
l z
x(2,t = 00) = lim{ —— " —— sUp(s) + ———— sUL()} % fig + = (i1 T).
$79% sinh,/$L T sinh,/$L L L
—_—
0 0
0 0

* Polstellen der Ubertragungsfunktion: Nach (2.11) ergeben sich die Polstellen s;. der Ubertragungsfunk-
tionen Gy(z, s) und Gr(z, s) aus

/ [s L [s L
sinh £L=0=%sin £7:> iTzkn,kel\lg
a ai ai

km)?
Sk__a(T) , k=1(0),1,...

bzw.

Offensichtlich ergibt sich fiir den betrachteten Wiéirmeleiter ein co—dimensionales Polspektrum, wobei,
wie anhand der Ausfiihrungen in Kapitel 3 gezeigt wird, wegen R{s;} < 0 exponentielle Stabilitcit
gewdhrleistet ist.

2.1 Einflihrung in die Analyse im Frequenzbereich
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* Riicktransformation und Losungseigenschaften: Die Inversion der Laplace-Transformation x(z, t) =
£7YX(z,s)} mittels des Residuensatzes erfordert die Entwicklung der Ubertragungsfunktionen Gy(z, s)
und Gr(z, s) um die co-vielen Polstellen s, k =1,2,.... Dies fiihrt zur Lésung x(z, t) in Form einer Reihe

X(z, 1) = go(z, ) * ug(t) + gr(z, £) *x ur(r)

mit
[ee) Zkﬂ(—l)kﬂ (k)2 ) kn
8o(z, f)=nge “(L) tsm(T(L—z))
(o) 2k7‘[(—1)k+1 _ (kx 2 . kﬂZ
g1(z, t)zknge a(%F) ’sm(T).

Beispiel 2.2 (Stromungssystem). Als weiteres Beispiel wird ein von einem inkompressiblen Medium durch-
strémtes Rohr betrachtet.

l—————
l—————
l—————
l————
l————

uo (1)

v x(z, 1)

FYYYYVYVYVYY

:

Hierbei stellen x(z, t) beispielsweise die Temperatur des Mediums dar, u(z, t) die einstellbare Temperatur der
Rohrwand und v die axiale Stromungs—Geschwindigkeit. Eine Energiebilanzierung iiber ein differentielles
Volumenelement fiihrt zur Beschreibung des Vorganges in Form eines SVPn entsprechend (2.2a)-(2.2d), d.h.

0x(z, 1) 0x(z,t)
+v =

Py oz =u(zt), ze(0,L), t>0
x(0,1) = up(1) t>0
x(z,0) = xp(2) ze|[0,L].
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Die Anwendung der Laplace-Transformation fiihrt auf das inhomogene Randwertproblem

sX(z,8)+v

dX(z,s)
= =Ul(z,$) + xo(2), ze(0,L)

X(0,s) = Uy(s).

fiir die Laplace-Transformierte X (z, s). Die Lésung dieser Aufgabe kann allgemein als

s 1 Z S 1 “ 7
X(z,5)= Up(s)e 7 +—f U((,s)e‘;(Z—{)d(+_f x0O)e vF9dr (2.12)
T vJo 2
Randeingri r l
andeingriff verteilter Eingriff AB

angegeben werden, mit den einzelnen Einfliissen von dem Randeingriff, dem verteiltem Eingriff und der AB.

Unter der Annahme, dass xy(z) = 0, vereinfacht sich (2.12) zu
s 1 (% s
X(z,8) = Uo(s)eﬁz+—f U@, s)e v 9d; (2.13)
vJo
mit den Ubertragungsfunktionen

X(z,s) k4

* Golz,8) =5 =€ v* entsprechend einer ortsabhdingigen Totzeit T;(z) = %

. foz U, s) e w0 dal = fOL G(z,(,5)U(C, s)d¢ mit der so genannten Greenschen Funktion (GF)

v

1 _e0

_eiTs, (SZ
G(z,(,s)=q V

0,

(> z.

Diese verdeutlicht inbesondere den Einflussbereich des verteilten Eingriffs U(z, s) auf die Losung X (z, s)
an einem fixierten Punkt z € [0, L]:

U,s), <z

|

GF#£0 GF=0

o
N
F YYYVYVYVYVYY

Anhand des Losungsweges iiber die Laplace-Transformierte konnen weitere Eigenschaften des betrachteten
Systems ermittelt werden. Hierzu wird

y(@) =x(L, 1)

als Ausgang des Systems betrachtet. Des Weiteren wird u(z, t) = u(t) als orts—konstant angenommen. Im
Bildbereich der Laplace-Transformation ergibt sich somit mit (2.13)

1 L
Y(i)= e Ups)+-(1-e T U(s), T,==.
(s) G()o() S ( Juts), Ti=-
=Gy(s
’ = Gi(
Diesem Ausdruck entspricht im Zeitbereich

t
y@®) =uo(t—THo(t—Ty) +f0 (u(@)—ur-THor—Ty)dr.

2.1 Einflihrung in die Analyse im Frequenzbereich
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e Pol-/Nullstellen von Gy(s) = e *

—

L

o Pol-/Nulistellen fiir verteilten Eingriff

—
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2.2 Regelungsentwurf mittels Ausgangsriickfiihrung

Zur Hlustration wird im Folgenden der Regelungsentwurf fiir skalare ortsdiskrete bzw. punktweise verteilte Stell-
und Regelgroflen mittels Ausgangsriickfiihrung wie untenstehend abgebildet untersucht. Im Bildbereich der

Gr(s) Guy(s)
vy u(t) E/A-Verhalten )
— Regler > (Guy(s) irrational, >
transzendent)

Abb. 2.1: Regelkreis mit Ausgangsriickfiihrung: Regler G (s) und Ubertragungsfunktion Gyy(s).
Laplace-Transformation ergibt sich die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Kreises zu

Go(s)

YO =160

Y*(s)

2.2 Regelungsentwurf mittels Ausgangsriickfiihrung
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wobei Go(s) = Gyy(s)G(s) die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises beschreibt und Y *(s) die Laplace—
Transformierte des gewiinschten Ausgangsverhaltens y*(¢) angibt. In Analogie zum Entwurf fiir endlich-
dimensionale lineare Systeme wird zum Entwurf des Reglers G,(s) bzw. zum Nachweis der Stabilitdt des
geschlossenen Regelkreises das Konzept der Eingangs-Ausgangs-Stabilitit bzw. ,Bounded Input Bounded
Output”-Stabilitit bzw. L°°-Stabilitét herangezogen. Aufgrund der auftretenden irrationalen bzw. transzen-
denten Ubertragungsfunktion Gy, (s) sind hierbei jedoch einige Modifikationen des zugrundeliegenden mathe-
matischen Konzepts erforderlich.

2.3 Eingangs-Ausgangs-Stabilitit verteilt—-parametrischer SISO Systeme

Die folgende Definition der Eingangs—Ausgangs—Stabilitét (E/A-Stabilitét) erfolgt entsprechend den Ausfiihrun-
gen in Vidyasagar, 2002, S. 277f. Hierzu sind zunéchst einige mathematische Grundlagen erforderlich, die im
Weiteren kurz zusammengefasst werden.

2.3.1 Mathematische Grundlagen

Neben den , klassischen” LP-Riumen

o LP(Q) ={f:Q— R|f ist Lebesque messbar, || f||, < oo} mit der Norm || f|, = (fglf(t)lpdt)% firlsp<
00,

o L®(Q) ={f:Q—R|f ist Lebesque messbar, || fllco < oo} mit der Norm | flloo = €ss supg|f|

konnen entsprechend Vidyasagar, 2002 erweiterte L”-Riume definiert werden. Hierzu sei Q = [0,00) womit
sich die so genannte abgeschnittene Funktion wie folgt definieren l&sst.

Definition 2.1
Sei f :R* — R. Fiir jedes T € R* wird die Funktion f7 : R* — R definiert durch

f, 0=<t=<T,

) =
fr(®) {0, t>T

als abgeschnittene Funktion von f(#) im Intervall [0, T] bezeichnet.
Dies erlaubt die Einfithrung erweiterter L’~Raume gemaf
o LP¢([0,00)) ={f: Rt = R| fr € LP VT < o0},

womit offensichtlich gilt, dass LP < LP¢.

Beispiel 2.3. Sei f(1)=t, teR".

| -
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Der Zusammenhang zwischen L”([0,00)) und LP¢([0,00)) ist dabei im folgenden Lemma zusammengefasst. Es
ist hierbei zu beachten, dass nur L”, jedoch nicht L”?, einen normierten linearen Vektorraum definiert.

Lemma 2.1: (Vidyasagar, 2002, S. 274)

Fiir jedes p € [1,00] stellt LP¢ einen Vektorraum tiber R dar. Dabei gilt fiir jedes feste p und f € LP¢, dass (i)
| frll, eine nichtabnehmende Funktion in T ist und (ii) f € L” genau dann, wenn ein 7 mit 0 < m < oo
existiert, so dass || frll, < m, VT = 0. In diesem Fall gilt || f]l , = im7 oo [l f7l .-

Zur Definition der E/A-Stabilitdt muss eine Verkniipfung zwischen der Eingangs— und Ausgangsgrof3e her-
gestellt werden. Hierzu kénnen Relationen zwischen Mengenelementen herangezogen werden. Eine binére
Relation R ist somit die Teilmenge eines kartesischen Produkts zweier Mengen M; und Mj:

RS My x Mz :={(a1,az)|(a1 € M1) A (az € Mp)}.

Sei A: M; — M, eine Abbildung. Dann definiert A eine binére Relation R4 der Form R, := {(a;, Aa))|a; € M1}
Die Umkehrung gilt jedoch im Allgemeinen nicht. Mit diesen Ergebnissen kann nun der Begriff der LP-Stabilitit
eingefiihrt werden:

Definition 2.2: LP-Stabilitit

Sei R eine binére Relation auf LP¢.

(i) Die Relation R wird LP-stabil genannt, wenn aus (f, g) € R mit f € LP folgt, dass g € L”.
(i) Die Relation R wird LP-stabil mit endlicher Verstirkung ohne Offset genannt wenn R LP-stabil ist

und ein konstantes y ), < oo existiert, so dass aus (f, g) € R mit f € L?, liglp =ypll flp folgt.

Ubertragen auf die durch eine Abbildung A induzierte Relation R, fiihrt dies zu folgender Definition der
LP-Stabilitit der Abbildung A.

Definition 2.3

Sei A: LP¢ — LP¢ eine Abbildung. Die Abbildung A wird LP-stabil (mit endlicher Verstiirkung ohne Offset)
genannt, wenn die induzierte Relation R4 auf L”€ entsprechend LP-stabil (mit endlicher Verstirkung ohne
Offset) ist.

Eine Eingangs—-Ausgangsabbildung, die L*°-stabil mit endlicher Verstirkung ohne Offset ist, wird auch E/A-
stabil genannt.

Beispiel 2.4. Sei (Af)(1) = [y """ f(1)dr.

2.3 Eingangs-Ausgangs—Stabilitét verteilt—-parametrischer SISO Systeme
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2.3.2 Eingangs-Ausgangs-Stabilitit des offenen Regelkreises

Ausgehend von den obigen Betrachtungen wird im Folgenden die Stabilitdt des in Abbildung 2.2 dargestellten
offenen Regelkreises analysiert.

Guy(s)
u(®) E/A-Verhalten y@
—> (Guy(s) irrational, —
transzendent)

Abb. 2.2: Offener Regelkreis mit Ubertragungsfunktion Gyy(s).

Im Fall einer rationalen Ubertragungsfunktion G, (s) folgt die E/A-Stabilit4t genau dann, wenn die Impul-
santwort g,y (t) € L'([0,00)) bzw. wenn

(i) Gyy(s) proper ist und

(i) alle Pole von G (s) negativen Realteil aufweisen.
Diese Schlussfolgerung kann im Fall irrationaler Ubertragungsfunktionen, wie sie beispielsweise bei SVPn
auftreten, im Allgemeinen nicht mehr gezogen werden. Andererseits erlaubt die Analyse des Eingangs— Aus-
gangsverhaltens eine im Prinzip direkte Ubertragung der wohl bekannten LP- bzw. E/A-Stabilitétsresultate fiir

endlich-dimensionale Systeme auf verteilt-parametrische Systeme, d.h. beide Systemklassen kénnen in einem
einheitlichen Rahmen untersucht werden.

Hierzu sind jedoch einige mathematische Ergdnzungen erforderlich, deren Notwendigkeit sich direkt aus den
moglichen Konfigurationen von Ubertragungsfunktionen ableiten lédsst. Im Speziellen sind dies die

* Reihenschaltung von Ubertragungsfunktionen (Multiplikation)

U(s) Y (s) = Y()=G28)G1(9U(s)

— G1(5) Ga(s) [F—

Y

* Parallelschaltung von Ubertragungsfunktionen (Addition)

Ul(s)

— G1($)

vy Y(s) = Y () =[G1(8) + G2(9)]U(s)
—

U(s)

—> Ga(s) |

¢ Verstirkung (Skalarmultiplikation)

U(s) Y () = Y () =KG(s)U(s)

—> K G(s) —

Y

¢ Riickfithrung (Algebraische Inverse)
Entsprechend Abbildung 2.1 = Y (s) =[1+ Gr(s)Guy(s)]‘1 Gr(8)Gyy(s)Y™*(s).
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Offensichtlich muss also die Klasse der Ubertragungsfunktionen eine Algebra bilden, um siamtliche algebrai-
schen Operation in zuldssiger Weise durchzufiihren. Da insbesondere auch die entsprechenden inversen
Laplace-Transformierten, d.h. die entsprechenden Zeitsignale, von Interesse sind, miissen den Operationen der
Multiplikation, Addition und Skalarmultiplikation entsprechende Operationen im Zeitbereich gegentiiberstehen.
Um diese Forderungen zu erfiillen, werden im Folgenden die Funktionenmengen <7 (8) bzw. </ (8) definiert
werden, die, wie im Weiteren gezeigt wird, fiir § = 0 der Menge der E/A-stabilen Impulsantworten bzw. deren
Laplace-Transformierten entsprechen.

Definition 2.4
Sei f € R. o/ (B) bezeichnet die Menge aller generalisierten Funktionen (Distributionen) f(¢) der Form

f(t)={£“(t)+z”:1f"6(t_t")’ ig’ (2.14)

i

wobei t, € [0,00) mit f; = 0, t, < tps1, fn € C, Delta—Distribution §( — t,,) zentriert in t,, e A f,(1) €
LY([0,00)) und ¥, | fule P! < oo.

Die Norm || f|| z(5) einer Distribution in </ () wird hierbei durch

1 Ollorip) = fo P faDlde+ Y | fule P 2.15)

n=1

definiert. Des Weiteren wird die Faltung zweier Distributionen f, g € </ (f) entsprechend
t t
(f*g)(t)=f0 f(t—r)g(r)dr=f0 f@glt-1)dr (2.16)
definiert. Fiir § = 0 schreiben wir ¢ anstelle von <7(0).

Die Notwendigkeit, Distributionen mittels (2.15) in die Menge ¢ () zu integrieren, kann leicht wie folgt moti-
viert werden.
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Es kann gezeigt werden, dass /() eine kommutative Banach-Algebra mit Einselement unter der in (2.15)
definierten Norm darstellt, d.h. (a) «/ () definiert einen Banach-Raum mit der Norm || - || #(5) und (b) () ist
eine kommutative Algebra bzgl. der in (2.16) definierten Faltung.

Anmerkung 2.1

Zum Nachweis, dass </ () eine kommutative Banach—-Algebra mit Einselement unter der in (2.15) defi-
nierten Norm darstellt, sind zu zeigen, dass:
1. &/ (P) ein linearer Vektorraum iiber dem Grundkérper C ist,
= Verkniipfung von (punktweiser) Addition und Skalarmultiplikation
2. 4/ (P) ein Ring ist,

= Verkniipfung von Addition und Multiplikation

= Mit 1 ist zu zeigen, dass die Addition in /() kommutativ ist, die Multiplikation in </ ()
assoziativ ist und Multiplikation und Addition in </ () distributiv sind

3. die Multiplikation und Skalarmultiplikation in </ () kommutativ sind
4. eine Norm | - || () in &/ (B) existiert mit || f x glls(p) < I fllr(p) 181l (), VS, 8 € A (B)
= Beschrinkheit etc.
Aus 1-3 folgt, dass </ () eine Algebra ist. Mit 4 folgt, dass <7 () eine Banach-Algebra ist. Die Multiplika-

tion ist kommutativ, d.h. f x g = g x f fiir alle f, g € o/ (). Damit wird </ (f8) zu einer kommmutativen
Banach-Algebra.

Des Weiteren gelten die folgenden Aussagen, deren Beweis beispielsweise in Curtain und Zwart, 1995 oder in
Vidyasagar, 2002 fiir § = 0 zu finden ist.

Lemma 2.2
</ () ausgestattet mit der Norm || - || .»(g) und der Faltungsoperation x weist die folgenden Eigenschaften

auf
@ NIl definiert eine Norm auf </ () und </ () ist vollstindig bzgl. dieser Norm.
(i) Die Faltungist kommutativ, d.h. fxg=g* f,Vf,ge .
(iii) Die Faltung ist bilinear, d.h.
fx@g)=al(fxg), VacR Vf,ged(P),
fx@Eg+h=fxg+fxh VYf g hed).

(iv) Firalle f,g € o/ () gilt f x g € o () mit | f x gllwrp) < | fller(py 1€l ()-
(v) Die Delta—Distribution §(-) ist das Einselementin &/ (), d.-h. 6 x f = fx6 =f, Vf e A ().

(vi) &/ (p)ist nullteilerfrei,d.h. fxg=0= f =0oder g=0.
Seinun f € o/ (f), dann gilt fiir R{s} > B mit e P f,(1) € L' ([0,00)) sowie Y%, | fule P < 0o, dass
o0 (o) oo o0 o0
f f e*”dt:f fa(D) e*”dt+f Y [ub(t—ty) e St dr=Fa(s)+ Y. fne " = F(s).
0 0 0 n=1 n=1

In anderen Worten, alle Elemente von </ () sind Laplace-transformierbar und das Existenzgebiet der
Laplace-Transformation umfasst die offene Menge CE :={s € C|R{s} > B}. Im Folgenden wird mit </ (f) =
{F|f € o/ (B)} die Menge der Laplace-Transformierten der Elemente f € </ () bezeichnet. Fiir f = 0 schreiben
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wir o/ anstelle von <7 (0). Offensichtlich erfiillen <7 (8) bzw. </ () die einleitend gestellten Anforderungen an die
zuldssigen Ubertragungsfunktionen und deren Laplace-Transformierten.

Es ist wohl bekannt, dass ein lineares zeit-invariantes endlich-dimensionales SISO-System genau dann E/A-
stabil ist, wenn die Impulsantwort absolut integrabel ist, also in L' ([0,00)) liegt. Wie im Weiteren gezeigt wird,
kann dieses Ergebnis direkt auf den Fall irrationaler Ubertragungsfunktionen iibertragen werden. Hierzu ist
jedoch eine Erweiterung der Menge </ (8) notwendig, wobei die Bedingung e ht fat) e L(]0,00)) abgeschwicht
wird.

Definition 2.5

Die Erweiterung <7, () von </ () bezeichnet die Menge aller generalisierten Funktionen f(#) deren abge-
schnittene Funktion f7(#) € &/ (), VT < oco. Fiir = 0 schreiben wir </, anstelle von </, (0).

Die Menge <7, () weist sehr niitzliche Eigenschaften auf, da insbesondere bzgl. eines festen 8 auch Funk-
tionen f(t) zulissig werden, die e P! f(¢) € L' ([0, T)) nur fiir beliebige endliche T = 0 erfiillen. Im Fall f = 0
bedeutet dies, dass auch instabile Ubertragungsfunktionen als Elemente von <, aufgefasst werden kénnen.
Beispielsweise gilt e! € o7, da fOT lef|dt = e” -1 fiir jedes finite T > 0 Element von < ist.

Satz 2.1: E/A-Stabilitit anhand der Impulsantwort
Sei der Operator (H f)(t) = h x f mit h € </, gegeben. Dann sind dquivalent

(i) H ist E/A-stabil.

(i) heo.

Beweis. Der Nachweis erfolgt in zwei Schritten:
(i))=(@): Sei h € o und f € L*°([0,00)). Dann gilt

t
VD) oo = ||f0 I (=) d oo

t [ oo
snfo ha@ f(t =TTl 41 [ hnd(x — ) f(E =TTl

0 n=1

(oS} t
<ess supt(z Ihnllf(l‘—tn)|+f0 Iha(T)IIf(t—T)IdT)
n=1

y |hn|+f0 |ham|dr) = 1l floo.

n=1

<ess sup,lf(t)l(

Somit gilt [|(Hf)(#)llco < Yool fllco Mit Yoo = | 2ll s < 00 Woraus die E/A-Stabilitdt von H folgt.

(i)=(i): Der Beweis erfolgt iiber Kontraposition, d.h. es ist zu zeigen h ¢ «/ = H ist nicht E/A-stabil. Verein-
fachend wird hierzu angenommen, dass h, = 0, n € N, so dass h(f) = h,(#). Da h(t) ¢ o folgt direkt, dass
fot |h(t—1)|dT unbeschrinkt ist. Es wird gezeigt, dass fiir ein f € L>°([0,00)) mit || f|lco = 1, die Abbildung (H f)(t)
unbeschrinkt ist. Mit f(7) = sign(h(¢ — 1)) fiir 7 € [0, £] folgt

t ¢
(Hf)(t):f h(t—r)sign(h(t—r))drzf |h(t—1)|dT.
0 0

Der Grenziibergang t — oo zeigt direkt, dass (H f)(¢) unbeschrankt ist und somit nicht E/A-stabil. Der allgemei-
ne Fall mit &, # 0 folgt in &hnlicher Weise. O

Offensichtlich ergibt sich im Fall irrationaler Ubertragungsfunktionen der Klasse </ eine unmittelbare
Analogie zum Fall rationaler Ubertragungsfunktionen, womit die Analyse der E/A-Stabilitit fiir lineare
endlich-dimensionale Systeme und unendlich-dimensionale verteilt—-parametrische Systeme in einem ein-
heitlichen Rahmen (allerdings wie im Folgenden gezeigt wird, mit gewissen Modifikationen) analysiert werden
kann. Es stellen sich nun die Fragen der Ubertragung dieser Ergebnisse auf den geschlossenen Regelkreis sowie
die Ermittlung geeigneter Kriterien zum moglichst einfachen und direkten Nachweis der E/A-Stabilitit fiir ein
gegebenes SVPn. Diese werden in den folgenden Abschnitten beantwortet.
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2.3.3 Eingangs-Ausgangs-Stabilitit des geschlossenen Regelkreises

Im Folgenden wird die E/A-Stabilitdt des in Abbildung 2.1 dargestellten geschlossen Regelkreises analysiert. Da
diese Struktur eine Substruktur der in Abbildung 1.10 gezeigten 2FHG-Struktur darstellt, soll im Folgenden di-
rekt deren E/A-Stabilitdt untersucht werden. Die 2FHG-Struktur kann hierzu leicht in die folgende Darstellung
(Abbildung 2.3) iiberfiihrt werden, wobei Y * (s) und U* (s) die Laplace-Transformierten der Solltrajektorie und
Vorsteuerung reprasentieren, AU (s) den Riickfithranteil am Stellsignal E; (s) = U(s) beschreibt, der sich durch
Vergleich E,(s) = Y*(s) — Y (s) von Ausgangssignal Y (s) und Sollwert Y* (s) und Gewichtung mit der Regler-
iibertragungsfunktion G, (s) ergibt. Die Ubertragungsmatrix Mi(s) zwischen [E (s), E2(s)]T und [Y*(s), U* (s)]T

U*(s) + Eq(s) Y(s)
Guy(s) ‘ >

AU(s) Ex(s) - Y*(s)
Gr(s)

Abb. 2.3: 2FHG-Regelkreisstruktur mit Ausgangsriickfiihrung G (s).

ergibt sich somit aus

Ei(s) 1 Gr(s) 1 Y*(s)
- _ 2.17)
Exs)| 1+GOGwE) | 1 G, 6| (U
=: l\7l](s)

Wie im obigen Abschnitt gezeigt wurde, wird die E/A-Stabilitédt des geschlossenen Regelkreises durch die
Forderung M(s) € «/2*? erreicht. Es kann insbesondere leicht folgendes Lemma gezeigt werden.

Lemma 2.3

Fiir Gyy(s), Gr(s) € of sind dquivalent

(i) M(s) € #2%2

.. 1 -

() —————  eof

1+ Gy (S)Guy(s)

Beweis. Der Nachweis erfolgt in zwei Schritten:

(i)=>(ii): Sei M(s) € «/>*2. Dann gilt insbesondere M; ;(s) € «/, i, j = 1,2 und speziell folgt aus My (s), dass
. >

G 06, ® & -

.o . . 1 i . _ 1

(il)=>(i): Sei m € of . Mit Ml,z(é‘) = m

Guy(s)m folgt direkt, dass M; j(s) € o7, i, j = 1,2. O

=Mp,1(8), M1,1(5) = Gr(8) Ty gy SOWie Ma2(s) =

Zum eigentlichen Nachweis der Bedingung [1 + G, (s)Gyy ()] ~1 € of erweist sich das untenstehende Theorem
als essentiell.

Satz 2.2
Sei F(s) € o/ (B). F(s) ist genau dann invertierbar iiber < (8), d.h. F~1(s) € o/ (B), wenn

inf |F(s)|> 0. (2.18)
Ris}=p

Der Beweis dieser Aussage ist u.a. in Hille und Phillips, 1957, Theorem 4.18.6 zu finden. In der Literatur wird
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iw

Pol

Abb. 2.4: Beispiel fiir einen Nyquist-Pfad im Fall von 3 Polstellen auf der imaginédren Achse.

diese Forderung oft auch als ,,bounded away from zero over E; = {s € C|R{s} = B}” bezeichnet.

Offensichtlich folgt somit fiir G,y (s) € o (Strecke ist E/A-stabil) und G, (s) € o (Regler ist E/A-stabil) die
E/A-Stabilitit des geschlossenen Kreises (2.17) genau dann, wenn

inf [1+G(s)Gyy(s)>0. (2.19)
R{s}=0

Da jedoch die Forderung nach E/A-Stabilitdt der Strecke die Anwendbarkeit dieses Resultates stark einschrénkt,
sind im Hinblick auf die Analyse instabiler Ubertragungsfunktionen G, (s) weitere Modifikationen erforderlich.
Hierzu wird sowohl in Curtain und Zwart, 1995 als auch in Vidyasagar, 2002 folgender Satz bewiesen, der
instabile Anteile von Gy (s) in Form von rationalen Ubertragungsfunktionen als zuléssig einfiihrt.

Satz 2.3
Sei Gy (s) als
Guy(s) = Gy (s) + Gy (9) (2.20)

gegeben mit Gy, (s) € </ und rationalem, strikt properem Gy, (s). Die sich so ergebende Ubertragungsma-
trix M(s) aus (2.17) ist genau dann Element von 2*2 wenn (2.19) erfullt ist.

Der Beweis dieses Satzes ist eher technischer Natur, so dass auf die genannte Literatur verwiesen wird. Anderer-
seits kann hieraus ein Nyquist-Kriterium zur graphischen Stabilitdtsanalyse abgeleitet werden.

Im Fall rationaler Ubertragungsfunktionen ist es hierbei ausreichend, die Abbildung der imaginéren Achse
iw, w € R durch die Ubertragungsfunktion zu untersuchen. Fiir irrationale Ubertragungsfunktionen ist dies
im Allgemeinen nicht direkt moglich, da fiir || — co nicht notwendigerweise ein Grenzwert der Abbildung
ermittelbar sein muss (vgl. Gy, (s) = G(is)e T, G(s) e o ). Somit ist es naheliegend, dass ein Nyquist-Kriterium
zum Nachweis der E/A-Stabilitédt im Fall irrationaler Ubertragungsfunktionen neben einer Phasenbedingung
eine weitere, im Prinzip aus (2.19) ableitbare, Bedingung erfiillen muss. Speziell gilt das im Folgenden be-
handelte Stabilitdtskriterium, wobei die Ubertragungsfunktion G, (s) des Reglers ebenfalls in der Form (2.20)
darstellbar sein muss, d.h. G, () = G, 4(5) + Gy, (s) mit G, 4(s) € </ und rationalem, strikt properem Anteil G, (s).
Zu dessen Formulierung wird zusitzlich der Begriff des Nyquist-Pfades N, benétigt. Dieser bezeichnet die
Kontour die sich in der komplexen s—-Ebene ergibt, wenn die iw—Achse von w = —co bis w = co durchlaufen
wird, wobei die ggf. vorhandenen Polstellen der Ubertragungsfunktion G, (s)Gy,, (s) des offenen Regelkreises
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auf der iw-Achse durch einen (infinitesimal kleinen) Halbkreis in a umlaufen werden (vgl. Abbildung 2.4). Mit
diesen Vorbemerkungen kann nun der untenstehende Satz fiir verteilt—-parametrische SISO-Systeme formuliert
werden:

Satz 2.4: Nyquist-Stabilitéitstest

Seien Gy (s) und G, (s) in der Form (2.20) gegeben. Die Ubertragungsmatrix M(s) aus (2.17) ist genau dann
Element von </2*2 wenn

@) 14 G.(5)Gyy(s) #0, Vs € Ny und

(i) 1+ Gr(s)Gyy(s))l €N den Ursprung p.—-fach im Gegenuhrzeigersinn umlduft, wobei p, die Anzahl
der (isolierten) Polstellen des offenen Regelkreises G (s) Gy (s) in der rechten offenen komplexen
Halbebene bezeichnet, d.h.

ind(1 + G (8)Gyy($)) = p+

mit den so genannten Nyquist index

1
ind(G() = 7 lim_ [arg(Giw)] o) —arg(G(=iw)| ey )]

Der Beweis dieses Satzes ist beispielsweise in Desoer und Wang, 1980, Theorem D1 fiir G, (s) = K oder in Curtain
und Zwart, 1995, Theorem 9.1.8 fiir allgemeine G, (s) zu finden. Weitere interessante Anmerkungen und die
Analyse gewisser Spezialfille sind zudem in Desoer und Vidyasagar, 1975, S. 92f zu finden. Die Anwendung
dieses Satzes wird in den folgenden Beispielen illustriert.

Beispiel 2.5 (Randregelung des Aufheizvorgangs eines Wirmeleiters). Der Aufheizvorgang eines Wirmelei-
ters mit der Temperaturverteilung x(z, t) wird durch die homogene PDgL

0x(z, 1) _x(z0 _

) L), . 2.21
3 322 z€(0,L), t>0 (2.21)
beschrieben. Die AB wird ebenfalls homogen gewdhlt, d.h.

x(z,0) = xp(2) =0, z€[0,L] (2.22)

Als Stellgrofse wird die Temperatur am linken Rand an z = 0 aufgefasst und es wird angenommen, dass der
rechte Rand des Wdrmeleiters ideal isoliert sei. Somit ergeben sich die RBn zu

0x
x(0, 1) = u(n), &(L, 1) =0, t>0. (2.23)

Analog zu den Ausfiihrungen in Kapitel 2.1 liefert die Anwendung der Laplace-Transformation die Ubertra-
gungsfunktion der Regelstrecke

X(z,8) Gu(z.s) = cosh (v/s(L—-2))
uis) 77T cosh(ysL)

Als Ausgangs— bzw. RegelgrofSe y(t) wird die Temperatur x((, t) an einer diskreten Stelle { € (0, L] gewdihlt

Y () cosh (v/s(L—{))

—— =Gy, §) = ——————==:G .

UGs) ux(C, ) cosh (v/5L) uy ()
Die Regelung soll durch einen klassischen P-Regler mit Verstdrkungsfaktor K erfolgen, mit dem Ziel, Y (s)
entlang Y* (s) zu fiihren.

Die Anwendung von Satz 2.4 erfordert zundchst die Bestimmung der Anzahl p .. der Polstellen von Gy (s) mit
positivem Realteil. Den Ausfiihrungen in Abschnitt 2.1 folgend kann leicht nachgewiesen werden, dass p+ = 0.
Des Weiteren ist leicht ersichtlich, dass der offene Regelkreis KGyy(s) keine Polstellen auf der imagindiren Achse
aufweist, so dass in diesem Fall der Nyquist-Pfad N, der iw-Achse durchlaufen von w = —oo nach o = oo
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entspricht.

Die Abbildung der imagindren Achse s = iw, w € R durch Gy (s) kann nicht direkt ermittelt werden (Argument
V/s in cosh—-Termen). Mittels der Substitution \/s = a+ib bzw. s = a> — b> +i2ab, a, b € R ergibt sich jedoch
direkt wegeniw = a? — b + i2ab, dass a = b und w = 2a® bzw. a = Vw2 fiirw = 0. Fiir v € R~ ergibt sich wie
untenstehend gezeigt wird ein symmetrisches Ergebnis. Des Weiteren gilt

cosh ((a+ib)L) = cosh(aL)cos(bL) +isinh (aL)sin(bL), (2.24)

womit sich

cos (a(L—{)) cosh (a(L—{)) +isin(a(L—-{))sinh (a(L-{)) a—\/g

Gy (iw) = ,
uy (1) cos (aL) cosh (aL) + isin (aL) sinh (aL)
ergibt. Wegen
(cos (aL) cosh (aL))? + (sin (aL) sinh (aL))? = cos? (aL) + sinh? (aL)

kann Gy (s) in die folgende Form iiberfiihrt werden

Z(iw,{)
cos? (aL) +sinh? (aL)’

Guy(iw) =

wobei Z (iw, () samtliche Zihlerterme zusammenfasst. Im Weiteren wird die Anwendung von Satz 2.4 zundichst
fiir { = L und dann fiir beliebiges ( € (0, L) illustriert.

* Sei( = L: In diesem Fall ergibt sich Z(iw, L) = cos (aL) cosh (aL) —isin (aL) sinh (aL). Das Verhalten von
1+ KGyy(iw) kann offensichtlich direkt aus der Darstellung von G,y (iw) in der (R{Gyy (iw)}, S{Gyy (iw)}) -
Ebene bei Variation von w bzw. a abgeleitet werden (Multiplikation mit K und Verschiebung um 1 in
Richtung der positiven R{G,, (iw)}-Achse). Hierzu ist es hilfreich die Schnittpunkte von Gy (iw) mit der
R{Guy(iw)}-Achse zu bestimmen. Da cos? (aL) +sinh? (aL) # 0 fiir alle a € R, folgen diese aus

o . . . kr
${Guy(iw)} =sin(al)sinh(al) =0 = a; = T keN.

Entsprechend ergibt sich die Menge Sy, der Schnittpunkte der Kurve Gy (iw) mit der R{G,y (iw)}-Achse
zu

_1\k
Sk ;:{—( 1) .Coszh(k”) kel\l}
1+ sinh” (kn)

Den Verlauf von Guy(iw) zeigt Abbildung 2.5(a).

0.1 —— : : 0.1 — : :
S{Gyy (i)} : $H{Guy (iw)} :
o R{Gyy(w)} o /7 R{Guy(w)} q
i S
-0.1 -0.1 | 4 1
N ,"
-0.2 02| % o |
N .
-0.3 -0.3 T - . 1
0.4 0.4 {777 65005
05 05 N T .
S — Z7=1.00
982 0 02 02 06 08 1 982 0 02 02 06 08 1

(@ ¢=L (b) ¢ €{0.05,0.5,0.75,1.0}

Abb. 2.5: Darstellung von Guy(iw) fur L =1in der (%{Guy(ia))}, i‘s{Guy (iw)})-Ebene bei Variation von a bzw. w fir die
angegebenen Werte von (.
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Der zuldssige Wertebereich fiir K kann somit nun leicht gemdfs Bedingung (i) aus Satz 2.4 ermittelt
werden:

-1+K>0=> K>-1

K cosh(knr) K
-1 =1 >0 = K<cosh(m) =11.592.

" 1+sinh®(km)  cosh(m)

Zur Uberpriifung des Falls w € R~ und der Phasenbedingung (ii) aus Saiz 2.4 ist zu beachten, dass sich
wegen s = —iw = a®—b?+i2ab und der Wahla=-b=vVw/2, Guy(—iw) zu

L 1 - /¢
Guy(-iw) = cos(aL)cosh (aL) —isin(aL)sinh (al)’ a= \/;

errechnet. Hieraus folgt direkt, dass Z (iw, L) = cos (aL) cosh (aL)+isin (aL) sinh (aL) womit sich Gy (-iw),
w € R* direkt aus Spiegelung der Kurve aus Abbildung 2.5 an der R{Gy, (iw)}-Achse ergibt, so dass Be-
dingung (i) aus Satz 2.4 fiir den ermittelten Wertebereich von K erfiillt ist.

Des Weiteren ist Bedingung (ii) aus Satz 2.4 mit p, = 0 unmittelbar fiir —1 < K < cosh () erfiillt, da
wegen der Symmetrie von Gy (iw) die Ortskurve 1+ KGyy (iw) vollstindig auf die rechte offene komplexe
Halbebene beschrénkt ist.

Zusammenfassend ergibt sich also, dass fiir alle —1 < K < cosh (i) E/A-Stabilitéit gewdihrleistet werden
kann.

e ( € (0,L): In diesem Fall ist der analytische Nachweis wie im Fall { = L aufgrund der Komplexitéit
des Ausdrucks Z(iw,() nicht mehr unmittelbar maglich, weshalb ein graphischer Nachweis durch
Darstellung von Gy, (iw) in der (R{Gyy (iw)}, ${Gyy (iw)})-Ebene verfolgt wird. Das grundlegende Prinzip
entspricht jedoch direkt den obigen Ausfiihrungen.

Hierzu zeigt Abbildung 2.5(b) den Verlauf von G,y (iw) fiir L = 1 und verschiedener Werte von { =
{0.05,0.5,0.75,1.0} im Vergleich zum Verlauf fiir { = L. Aus dem Schnittpunkt der Kurven mit der
R{Gyy(iw)}-Achse ist leicht ersichtlich, dass fiir 0 < { <1 etwas grdfSere Reglerverstdrkungen zuldissig
sind. Des Weiteren gilt analog zu den obigen Ausfiihrungen, dass die Phasenbedingung (ii) aus Satz 2.4
fiir die entsprechend ermittelten Wertebereiche von K direkt erfiillt ist, da die Ortskurve 1 + KGyy, (iw)
Jjeweils vollstéindig auf die rechte offene komplexe Halbebene beschrénkt werden kann. Somit kann auch
fiir den Fall{ € (0, L) auf E/A-Stabilitdit geschlossen werden, falls K geeignet gewdhlt wird.

Beispiel 2.6 (Randregelung eines Strémungssystems). Als weiteres Beispiel wird der Randregelungsentwurf
fiir ein von einem inkompressiblen Medium durchstromten Rohr untersucht.

u(z, )
Y Y Y l l l l l y
o (1) B
> > x(z, 1)
z
0 L

Wie in Kapitel 2.2 gezeigt, ergibt sich fiir u(z, r) = 0, ug(t) = u(t) und Ausgang y(t) = x(L, t) die Ubertragungs-
funktion an z = L im Bildbereich der Laplace-Transformation zu

Y (s) o L
m:Guy(L,S)=e sty Tt:;~

Im Folgenden wird Satz 2.4 zum Nachweis der E/A-Stabilitéit des geschlossenen Regelkreises bei Verwendung
eines P- als auch eines PI-Reglers untersucht. Dies erfordert zundchst die Bestimmung der Anzahl p, der
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Polstellen von G (s)Gyy(s) mit positivem Realteil, wobei sich aus Abschnitt 2.2 ergibt, dass p+ = 0 ist.

* P-Regler: Da KGyy(s) keine Polstelle auf der imagindiren Achse aufweist, entspricht der Nyquist—Pfad

genau deriw—-Achse.
Mit G, (s) = K folgt offensichtlich, dass

F(iw):=1+ KGyy(iw) =1+ Kcos(wTy) —iKsin (wTy).

Wegen F(—iw) = 1+ Kcos(wTy) +iKsin (wTy) ist F(iw) symmetrisch zur R{F (iw)}-Achse, so dass es im
Weiteren ausreichend ist, den Fall w = 0 zu betrachten. Die Schnittpunkte von F (iw) mit der R{F (iw)}-
Achse ergeben sich aus K sin(wTy) =0, d.h. fiir o = ’}—’:, k=0,1,..., zu

S;Rz{l—K(—l)k ‘ keN}.
Der zuldssige Wertebereich fiir K folgt somit aus den Bedingungen

1+K>0A1-K>0

woraus sich —1 < K < 1 ergibt. Fiir diese Werte liegen alle Schnittpunkte von F(iw) mit der R{F (iw)}-
Achse in der rechten offenen komplexen Halbebene. Hieraus ist des Weiteren leicht ersichtlich, dass (1 +
Gr(8)Guy(9)|s=iw, wer+ den Urspung nicht umlduft, womirt die Bedingungen aus Saiz 2.4 nachgewiesen
sind.

PI-Regler: Die Verwendung eines PI-Reglers G, (s) = Kp + % fiihrt auf
K
F(s)=1+ (Kp + T) Gyy($).

Es gilt wiederum, dass p+ = 0, d.h. es existieren keine Polstellen von G, (s)Gyy(s) in der rechten of-
fenen komplexen Halbebene. Aufgrund der Polstelle im Ursprung s = 0 ist es jedoch erforderlich die
~eingeriickte” imagindre Achse zu betrachten, d.h. der Nyquist—Pfad ergibt sich in diesem Fall zu

Neo = (—ioo, —i€) UT U (i€, ico)
mitT =eexp(i), ¢ € [-m/2,7m/2] unde < 1. Fiir s € (i€, i00) ergibt sich somit
F(iw) =R{F({iw)} +iS{F({iw)}
Ky . . . Ky
=1+ Kpcos(wT;) — . sin(wTy) —i|Kpsin(wTy) + > cos(wTy)]. (2.25)
Offensichtlich ist F (iw) wegen F(—iw) = R{F (iw)} — iS{F (iw)} symmetrisch zur R{F (iw)}-Achse, weshalb

sich die Ergebnisse fiir den Teilbereich s € (—ioco, —i€) direkt durch Spiegelung an der R{F (iw)}-Achse
ergeben.

Die Analyse des Kurvenabschnitts s € TT = eexp(ié), & € [0,7/2] kann wegen eexp(i¢) = e(cos(€) +
isin(¢)) = a(¢) +ib(¢) durch die Auswertung von F(s) = F(a(¢) +ib(£)) erfolgen, d.h.

F(s) =1+ @ (Kp cos(b(&) Ty) + % [a(&) cos(b(&) T;) — b(&) sin(b(&) Tm)
s —a@)T, . KI .
—ie " Kpsin(b(¢) Ty) + = [b(&) cos(b(&) Ty) + a(&) sin(b(&) T |, (2.26)

woraus wiederum leicht die Symmetrie zur R{F (s)}-Achse ersichtlich wird. Im Folgenden wird zundichst
die E/A-Stabilisierung des Stromungssystem mit einem reinen I-Regler betrachtet.
— Fall Kp = 0: Die Menge der Schnittpunkte von (2.25) mit der R{F (iw)}-Achse ergibt sich in diesem
Fall aus der Bedingung Kjcos(wTy) =0, d.h. vy = k- 1)/ 2Ty, k=1,2,..., zu

K,
SRe={1+—’(—1)’“
Wk

k=1,2,...}.
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Offensichtlich existieren aufgrund der Skalierung mit wy, w1 < W2 < ... < Wy < ... jeweils ein
eindeutiges minimales und maximales Element. Aus der Forderung

K1 K1
1-—>0A14+—>0

w1 w2
kann somit direkt der Wertebereich —w, < K < w1 bestimmt werden fiir den alle Schnittpunkte
von F(iw), w € (¢,00) in der rechten offenen komplexen Halbebene liegen. Es stellt sich somit die
Frage, ob dieser Wertebereich durch die Analyse des noch verbleibenden Kurvenzweiges (2.26)
beeinflusst wird.
Speziell wird der Wertebereich fiir Ky verdndert, wenn (2.26) neue Schnittpunkte von F(s) mit der
R{F(s)}-Achse liefert, die aufSerhalb des Intervalls [1 - Kj/w1,1+ Ki/w2] bzw. [1+Kj/w2,1-Kj/w1]
fiir K; = 0 bzw. K; < 0 liegen. Wegen a(¢) € [0,e] mit a(0) =€, a(n/2) = 0 und b(¢) € [0,e] mit
b(0) =0, b(r/2) =€ ist leicht ersichtlich, dass

S{F(s)} =0=b(&) cos(b(&) Ty) + a(s) sin(b(¢) Tt)

nur fiir b(§) =0, d.h. ¢ = 0, erfiillt werden kann. Die Ortskurve F(s) weist somit einen weiteren
Schnittpunkt mit der R{F (s)}-Achse an der Stelle 1 + K;exp(—€T;) /€ auf. Aus der Forderung, dass
dieser Schnittpunkt fiir allee < 1 in der rechten offenen komplexen Halbebene liegt ergibt sich
die Bedingung K; > —ee"t, € < 1, womit sich wegen —eexp(eT;) — 0 fiire — 0 der modifizierte
Wertebereich zu 0 < K; < m/(2Ty) ergibt. Es ist hierbei zu beachten, dass € beliebig klein jedoch
nicht identisch zu Null gewdhlit werden kann, weshalb e exp(eT;) # 0.

Entsprechend der obigen Analyse ist F(s), s € Ny fiir alle0 < K; < m/(2T;) auf die rechte offene
komplexe Halbebene beschrdnkt, so dass die Phasenbedingung (ii) aus Satz 2.4 wegen p+ =0
unmittelbar erfiillt ist.

- Fall Kp # 0: Die E/A-Stabilitdtsanalyse ist im allgemeinen Fall mit Kp, K; # 0 nicht mehr voll-
stindig analytisch durchfiihrbar. Jedoch kann mit Satz 2.4 und den Ortskurven (2.25) und (2.26)
eine numerische Berechnung des zuldssigen Parameterraumes (Ki, Kp) erfolgen. Exemplarisch
zeigt Abbildung 2.6 die Parametergebiete in Abhdngigkeit von T, € {0.5,1, 2} fiir die E/A-Stabilitdt
gewdihrleistet werden kann. Erwartungsgemdys schrumpft der zuldissige Wertebereich bei einer
Erhohung der Totzeit T;.

Kp

K;

Abb. 2.6: Zulédssige Parameterkombinationen (K7, Kp) zur E/A-Stabilisierung des Strémungssystems mit einem PI-
Regler bei Variation der Totzeit Ty € {0.5, 1, 2}.
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2.4 Algebraische Verallgemeinerungen

Ausgehend von obigen Ergebnissen zur E/A-Stabilitdt unendlich-dimensionaler Systeme werden in den folgen-
den Abschnitten einige Verallgemeinerungen und Erweiterungen anhand von SISO Ubertragungsfunktionen
gemdl (2.17) eingefiihrt.

2.4.1 Die Callier-Desoer Klasse

Im Weiteren wird skizziert, dass die zur Untersuchung der E/A-Stabilitit herangezogene Klasse von Uber-
tragungsfunktionen Gy (s) gemal (2.20), also solche, die sich als Summe von Gﬁy(s) € of bzw. GZy(s) e (P)
und einer rationalen, strikt properen Ubertragungsfunktion Gy, (s) darstellen lassen, besondere Eigenschaften

aufweist. Hierzu werden zunichst zwei Unteralgebren von </ () eingefiihrt.

Definition 2.6
Fiir die Unteralgebren </_(B) und </, (f) von < (B) gilt

(i) </ (B) = {F(s)|F(s) € o (B1) fiir ein B, < B}

(i) whoo(B) = {F(s) € o (B))3p > 0's0 dass infy IFEI> 0},

se@l [slzp
wobeic_/gzz {s € C|R{s} = B}.

Die beiden Algebren <7 (f) und </ () weisen einige interessante Eigenschaften auf Curtain und Zwart, 1995,
S. 338, wobei fiir die weiteren Betrachtungen nur erwidhnt werden soll, dass jedes F(s) € /() nur endlich
viele Nullstellen endlicher Ordnung in CE besitzt.

Die Niitzlichkeit dieser Eigenschaft wird offensichtlich in der folgenden Definition der so genannten Callier-
Desoer Klasse.

Definition 2.7: Callier-Desoer Klasse (Curtain und Zwart, 1995, S. 340)

Die Callier—Desoer Klasse %8(B) von Ubertragungsfunktionen wird fiir alle € R definiert als die Menge

B(P) = oA (P) oo (P! (2.27)
={F(s) = N(s)D"L(s) | N(s) € &Z_(B) und D(s) € oo ()}. (2.28)

Vidyasagar, 2002 liefert eine dquivalente Definition ohne die Bezeichnung , Callier-Desoer Klasse” zu verwenden.
Einige wichtige Eigenschaften von 28(f) sind untenstehend zusammengefasst.

Lemma 2.4

Fiir F(s) € (), p € R gilt

(i) F(s)istmeromorph in CEI fiir ein B; < B und besitzt nur endlich viele Polstellen endlicher Ordnung

in @

(i) 9(B) definiert eine kommutative Algebra bzgl. der Operationen Addition, Multiplikation und
Skalarmultiplikation, d.h. fiir F;(s), F>(s) € B(B), K € C gilt F1(s) + F>(s) € B(P), F1(s)F2(s) € B(),
KF,(s) € B(p).

Offensichtlich werden durch die 1. Eigenschaft alle Ubertragungsfunktionen ausgeschlossen, die unendlich

viele Pole in @ aufweisen.
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Beispiel 2.7 (Lineare Wellengleichung). Die lineare Wellengleichung

Px(z,n  L0xz1 _ z€(0,1), t>0 (2.29)
o7 oz o .

beschreibt beispielsweise das dynamische Verhalten einer Torsionswelle. Hierbei beschreibt x(z, t) den Tosions-
winkel und ¢ = \/ G/ . die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit, wobei G das Schubmodul und u die Dichte des
Wellenmaterials bezeichnen. Es wird angenommen, dass der Torsionswinkel an z = 0 durch den Eingang u(t)
vorgegeben wird, wohingegen das Ende z = L frei sein soll, d.h.

0
x(0, 1) = u(n), —x(L, =0, t>0. (2.30)
0z
Das System befinde sich zum Zeitpunkt t = 0 in Ruhe und sei unausgelenkt
0x
x(z,0) = E(Z, 0)=0, z€[0,L]. (2.31)

Im Weiteren wird y(t) = x(L, t) als Ausgang aufgefasst und vereinfachend c = 1 angenommen, so dass sich die
Ubertragungsfunktion zu

Y(is) 1

e — 2.32
Uls) ~ cosh(sD) - 0w (2.32)
ergibt. Durch Substitution von s = ia, a € R folgen die Polstellen von (2.32) wegen cosh(ia) = cos(a) zu

i(Zk_ D
2L

sfz keZ.

Es existieren unendlich viele einfache isolierte Polstellen entlang der imagindren Achse, so dass wegen
Lemma 2.4 (i) offensichtlich G,y (s) g 98(p) fiir jedes p < 0.

Ausgehend von obiger Definition und den genannten Eigenschaften von 2(f) kann folgender Satz bewiesen
werden, der den direkten Zusammenhang mit der im vorangegangenen Abschnitt betrachteten Klasse von
Ubertragungsfunktionen (2.20) liefert.

Satz 2.5

Eine Funktion F(s) ist genau dann Element der Callier-Desoer Klasse 93(f), wenn gilt

F(s)=F*s)+F'(s)

mit F(s) € of () und F’ (s) als eine streng rationale Ubertragungsfunktion mit allen Polstellen in C_E

Der Beweis ist in Curtain und Zwart, 1995, S. 347 zu finden. Somit kann fiir alle Elemente der Klasse ,9?([3)
der Nachweis des E/A-Stabilitdt direkt mittels des graphischen Stabilitdtstests aus Satz 2.4 erfolgen. Dies
ist insbesondere von Interesse, da der Nachweis, dass eine Ubertragungsfunktion Element von Q?(ﬁ) ist, im
Allgemeinen einfacher durchzufiihren ist, als der direkte Nachweis der Form (2.20). Andererseits ist zu betonen,
dass nicht jede Funktion der Form (2.20) mit den dort getroffenen Voraussetzungen (Gy,, (s) bzw. in obiger

Notation F?(s) € « oder verallgemeinert F%(s) € < (8)) Element von 98(p) ist. Dies ist leicht einsichtig, da in
Satz 2.5 die strengere Forderung nach F%(s) € o/_ () gestellt wird und «/_ (f) < </ (B).

2.4.2 Teilerfremde Faktorisierungen

Ausgehend von den Ergebnissen des vorangegangenen Abschnitts kann des Weiteren folgender Satz zur Fakto-
risierung von Elementen der Callier-Desoer Klasse bewiesen werden.

Satz 2.6
Jedes Element F(s) € 2(p) besitzt eine Faktorisierung F(s) = N(s)D(s)~! mit N(s) € oZ_(B), D(s) € oo (),
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wobei das Paar (N(s), D(s)) teilerfremd in </_ () ist.

Teilerfremd wird im betrachteten Fall transzendenter bzw. irrationaler Ubertragungsfunktionen iiber die Bezout—
Identitit definiert.

Definition 2.8: Teilerfremd in </_( B)
Das Paar (N(s), D(s)) € &Z_ (B) x </ () wird als teilerfremd in <Z_ (B) bezeichnet, falls V (s), W (s) € <Z_(B)
existieren, so dass die Bezout-Identitét

(V(S)N(s)—W(s)D(s)) =1 s €@

erfuillt wird.

Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium zur Teilerfremdheit ergibt sich wie folgt (Curtain und Zwart,
1995, S. 344).

Lemma 2.5

Das Paar (N(s), D(s)) ist genau dann teilerfremd in o (B), wenn gilt

inf (IN(s)|+[D(s)]) > 0.

T
seCﬁ

Beispiel 2.8 (Lineare Wellengleichung (kont.)). Wie in Beispiel 2.7 gezeigt gilt G (s) € B(P) mit G, y(8) aus
(2.32). Andererseits gilt

ze—SL

G = = ,
uy(s) cosh(sL) 1+e2sL

wobei das Paar (2e~S", 1+e~25L) eine teilerfremde Faktorisierung von G, y(8) gemdfs Definition 2.8 repriisentiert
(Nachweis: Wiihle V (s) = —e™5L/2, W (s) = —1).

Diese Ergebnisse sind geeignet, ein zumindest theoretisches Aquivalent zur Youla-Parametrierung im Fall
rationaler Ubertragungsfunktionen bzw. -matrizen, d.h. zur Parametrierung aller ein gegebenes System stabili-
sierenden Riickfiihrungen, fiir den Fall irrationaler Ubertragungsfunktionen bzw. -matrizen zu gewinnen —
siehe hierzu die Ausfithrungen in Curtain und Zwart, 1995. Es ist jedoch zu betonen, dass diese Ergebnisse im
Allgemeinen weder konstruktiv noch implementierbar sind.

Andererseits bietet der Faktorisierungsansatz eine direkte Moglichkeit zum Nachweis der E/A-Stabilitdt des in
Abbildung 2.3 betrachteten Systems. Hierbei kann die folgende notwendige und hinreichende Bedingung fiir
die E/A-Stabilitéit des geschlossenen Regelkreises bewiesen werden.

Satz 2.7
Seien die Paare (N (s), Dy (s)) bzw. (Nyy (5), Dyy (s)) teilerfremde Faktorisierungen von G (s) bzw. Gy, (s).

Dann sind dquivalent
(i) M(s) aus (2.17) ist Element von «72*2,

(ii) infgr{s20Nuy () Ny () + Dyy(s) Dy (s)| > 0.

Der Beweis ist in verallgemeinerter Form in Vidyasagar, 2002, S. 331f zu finden.
Beispiel 2.9 (Lineare Wellengleichung (kont.)). In Beispiel 2.8 wurde gezeigt, dass das Paar (2e~5L 1+ 2L
eine teilerfremde Faktorisierung von Gy, (s) aus (2.32) darstellt.

e SeinunG,(s) = K (P-Regler), so folgt aus Satz 2.7, dassinfr 5o 12~ SL K +1+e725L| > 0 fiir E/A-Stabilitéit
gelten muss. Es kann nun leicht gezeigt werden, dass fiir jedes K € R ein sy € C mit R{so} > 0 so existiert,
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dass
e 20k oKe k1 =0,
Insbesondere folgt sy aus el_,ZOL =-K+VK2-1.
e Seinun G,(s) = —e~SL/2. Dann gilt
Nuy(S)N;(8) + Dyy(s) Dy (s) = 1
woraus direkt die E/A-Stabilitdit des geschlossenen Regelkreises gemdifs Abbildung 2.3 folgt.

Aufgabe 2.1. Zeigen Sie, dass gilt G,y (s) € PB(0) mit Guy(s) der Ubertragungsfunktion aus Aufgabe 3.1.
Bestimmen Sie zudem eine teilerfremde Faktorisierung von Gy (s).

I Aufgabe 2.2. Zeigen Sie, dass gilt G, (s) € B(0) mit Guy(s) der Ubertragungsfunktion aus Aufgabe 3.3.

2.4.3 Eingangs-Ausgangs-Stabilitit verteilt—-parametrischer MIMO Systeme

Die Methoden zum Nachweis der BIBO-Stabilitét fiir verteilt—parametrische SISO Systeme sind im Prinzip
direkt auf den MIMO Fall erweiterbar. Allerdings erfordert dies analog zum Fall linearer zeitinvarianter endlich—
dimensionaler Systeme einige, zum Teil aufwendige, mathematische Modifikationen. Der interessierte Leser
wird deshalb auf die Lehrbiicher Curtain und Zwart, 1995, Vidyasagar, 2002 und Desoer und Vidyasagar, 1975
sowie die dortigen Referenzen verwiesen.

2.4 Algebraische Verallgemeinerungen
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Kapitel 3

Analyse und Synthese im Zustandsraum

Analog zum endlich-dimensionalen Fall hat sich fiir SVPn neben den Frequenzbereichsmethoden auch eine
weitreichende und leistungsfahige Analyse— und Entwurfsmethodik basierend auf dem Zustandsraumkon-
zept entwickelt. Dies bietet insbesondere den Vorteil, eine groRe Klasse von SVPn in einem allgemeinen
funktionalanalytischen Rahmen untersuchen zu kénnen, wobei gleichzeitig eine rigorose Definition der Struk-
tureigenschaften wie Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit ermoglicht wird. Dariiber hinaus kann die Analyse
der Stabilitét der verteilt-parametrischen Strecke bzw. des mit Zustandsregler und -beobachter geschlossenen
Regelkreises beispielsweise durch spektrale Betrachtungen oder durch die Ubertragung der Lyapunov-Theorie
auf den verteilt—-parametrischen Fall erfolgen. Hierbei ist jedoch zu betonen, dass sich der Nachweis der Stabili-
tdt im Sinn von Lyapunov fiir SVPn im Vergleich zum endlich-dimensionalen Fall als mathematisch weitaus
anspruchsvoller erweist.

3.1 Einfiihrung in die Analyse im Zustandsraum

Im Folgenden werden lineare inhomogene PDgln in ein allgemeines mathematisches Geriist eingebunden, das
als eine Verallgemeinerung der Systemtheorie endlich-dimensionaler Systeme aufgefasst werden kann, wo sich
das Konzept des Zustandsraums als besonders zweckmil3ig erwiesen hat. Hierbei erlaubt die Einfiihrung von
Zustandsvariablen die Umwandlung einer gewdhnlichen Dgl. n—ter Ordnung in ein System von n Dgln. erster
Ordnung. Fiir lineare zeitinvariante Systeme fiihrt dies stets zu einer Beschreibung der Form

dx(r) n
dz = Ax(t) + Bu(t) >0, x(0)=xp€eR 3.1)
y(t) = Cx(8) + Du(r) t=0 (3.2)

mit der Systemmatrix A € R”*", der Steuermatrix B € R"*P, der Beobachtungsmatrix C € R7*" und der Durch-
griffsmatrix D € R7*P. Offensichtlich ist die Lésung x : R* — R” der Dgl. (3.1)

t
x(1) = eMxg + f A" DBy (1)dr. (3.3)
0

im linearen n—dimensionalen Vektorraum R” definiert, welcher den Zustandsraum X des Systems reprisentiert.
Die Matrizen A, B, C, D konnen hierbei als lineare Operatoren zwischen linearen endlich-dimensionalen
Vektorraumen aufgefasst werden, z.B. A: R" — R" mit Definitionsbereich 2(A) = R".

Die Bedeutung des Zustandsraums zeichnet sich beispielsweise dadurch aus, dass die Struktureigenschaften
Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit nur im Zeitbereich definiert werden konnen. Weiterhin existieren vielfaltige
leistungsfahige Konzepte zum Entwurf von stabilisierenden Riickfiihrungen (z.B. LQR, optimale Regelung, ...),
die z.T. keine direkte Analogie im Frequenzbereich aufweisen. Eine Ubertragung des Zustandsraum-Konzepts
auf Systeme die durch lineare PDgln. beschrieben werden, scheint also vielversprechend und wiinschenswert.
Dies fiihrt zur Betrachtung von Dgln. in abstrakten linearen unendlich-dimensionalen Funktionenrédumen
(Curtain und Zwart, 1995).
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3.1.1 Motivation und einleitende Beispiele

Zur Einfiihrung in die abstrakte Betrachtung von SVPn in linearen Funktionenrdumen werden im Folgenden
zunéchst beispielhaft die grundlegenden Konzepte erldutert.

Beispiel 3.1 (Lineare Wiarmeleitung mit ortlich verteilter StellgroRe). Die Beeinflussung der Tempera-
turverteilung x(z, t) in einem System erfolge durch eine punktweise ortlich verteilte Stellgréfse, so dass die
Modellierung des Prozesses auf die PDgL.

0x(z,1) _ 0°x(z,1)

3 - oz +b(2)u(t), ze(0,1), >0 (3.4
mit den RBn
x(0,8)=x1,5)=0, t>0 (3.5)
sowie der AB
x(z,0) = xo(2), z€]0,1] (3.6)

fiihrt. Fiir die Ortscharakteristik gilt
1
b(z) = 2—€(U(z— (o—€)—0(z—(z0+€)), 0<zp—€e<zg+e<l. 3.7)

Aufgrund der homogenen RBn kann die Losung des SVPn (3.4)—(3.6) leicht mittels eines Produktansatzes
x(z,t) = a()y(z) in Form einer ortlichen Fourier-Reihe mit zeitvariablen Koeffizienten bestimmt werden,
d.h.

00 o0 t
xz0=Y e * 02+ Y bryi(a) f e~ k=) oy gy 3.8)
k=1 k=1 0

mit x{ = [y X0(2yi(2)dz, bi = [y b(2)yi(2)dz = V21 (kme)sin(kmz) sin(kme), v (2) = v2sin(kn2) fiirk = 1.
Dabei sei bemerkt, dass fol Vi (2)y1(2)dz = O, mit dem so genannten Kronecker-Delta 6,; =1 falls k = | und
Or1=0fallsk # 1.

Aufgabe 3.1. Bestimmen Sie (3.8).

Losung 3.1. Im Folgenden wird die Anwendung des Produktansatzes zur Bestimmung der Lésung von (3.4)—
(3.6) erldutert. Dazu wird

x(z, ) = a()y(2) (3.9

zundchst zur Losung der homogenen PDgl. (3.4) mit b(z) = 0 verwendet. Die Auswertung von (3.4) mit (3.9)
fiihrt dabei auf

da(t) dzlllgz)
dt dz 2
- -2 (3.10)
a) v

wobei sich die letzte Identitdt direkt aufgrund der Tatsache ergibt, dass eine Funktion in der unabhdngigen
Koordinate t nur einer Funktion in der unabhdngigen Koordinate z entsprechen kann, wenn beide Funktionen
einer Konstanten (hier —u?) entsprechen. Damit ergeben sich die Losungsansitze

alt)=e '’ (3.11)
¥ (z) = Asin(uz) + Bcos(uz). (3.12)

Zudem fiihrt die Auswertung der RBn (3.5) mit (3.12) auf

B=0, Asin(u) =0.
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Der Fall A =0 kann unmittelbar ausgeschlossen werden, da dies auf die triviale Lésung v (z) = 0 und damit
x(z,t) = 0 fiihrt. Im Weiteren gilt somit A # 0, weshalb die RBn nur dann erfiillt werden konnen, wenn
Ui =km, k € Z\{0}. Der Fall u = 0 fiihrt wiederum nur auf die triviale Losung und wird deshalb ebenfalls
ausgeschlossen. Der verbliebene Parameter A bzw. Ay stellt einen Freiheitsgrad dar, da dieser aus keiner
der verbliebenen Gleichungen ermittelt werden kann. Fiir die weitere Auswertung wird von der Eigenschaft
Gebrauch gemacht, dass fol sin(knz)sin(inz)dz = 6y,;/2 mit dem Kronecker-Delta 6y, = 1 fiir k = | und
0,1 =0 fiir k # 1. Offensichtlich fiihrt dies auf die beiden Bestimmungsgleichungen

2

' A ! ALA
j(; wi(z)dzzjkzl’ fo V@Y p(2)dz = - =k =

2

1

fiir jedes k € N. Hieraus ergeben sich Ay = V2 und A_; = —V/2 was auffo1 sin(knz)sin(Inz)dz = 6y, fiir
alle k, 1 € Z\ {0} fiihrt. Wie im weiteren Teil der Vorlesung gezeigt wird, stellt die obige Bedingung eine
Orthonormierungsbedingung dar. Des Weiteren ist leicht ersichtlich, dass die einzelnen Komponenten v .(z)
nicht unabhdngig voneinander sind, da fiir alle k € Z \ {0} gilt, dass v (z) = w_i (). Fiir jedes k € Z \ {0} ergibt
sich nach (3.9) somit der entsprechende Losungsanteil zu

—(km)? ¢ w(})C

Xi(z,t)=e Apsin(knz).

Aufgrund der Superpositionseigenschaft linearer Systeme kann somit die Gesamtlosung in Form der Reihe

— 2 _ 2
xzn=Y e " lyr)=Y e By (2) (3.13)
kez\{0} keN

mit B = a) + a° . dargestellt werden. Im Fall b(z) = 0 kinnen die Konstanten {8, direkt aufgrund der Ortho-
gonalitiit der Funktionen {y(2)} ven (es sei bemerkt, dass die Menge {y.(2)} ven eine Basis des Raums L?((0, 1))

darstellt) aus der Gleichung
1 [ 1 e}
fo xo(@yi(2)dz =Y B fo vi@yi(2)dz=Y B8k =p) (3.14)
k=1 k=1

fiir jedes | € N bestimmt werden. Hierbei wird die Konvergenz der (Fourier—)Reihe (3.13) vorausgesetzt, damit
die Vertauschung von Summation und Integration zuldissig wird.

Im Fall b(z) # 0 kann die Lésung der inhomogenen PDgl. direkt unter Verwendung eines Ansatzes auf Basis
der Variation der Konstanten ermittelt werden. Mit

Xz 0= Y e "By (2) 3.15)
keN

liefert die Auswertung von (3.4) die Bedingung

dpo(o) &
¥ (LD gyt = X 00 gl T
& dt keN dz

+ b(2)u(t)

bzw. wegen (3.10)

aps (v
—(km)?t "k
) et ——

P Wi(2) = b(z)u(z).
keN

Hieraus ergibt sich unter Ausnutzung der Orthonormalitit der Elemente von {y(2)} ken, dass

1 dgl (1) 1
f > e_(kﬂ)ZtLWk(Z)WI(Z)dZ= f b(2)y(2)dzu(t)
0 keN dr 0

was dquivalent ist zu

apd(r)
e_(l”)th:blu(t), VieN.

3.1 Einflihrung in die Analyse im Zustandsraum
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Offensichtlich fiihrt dies aufﬁ‘; (t) = by fOt U7y (1) dr, womit sich mit (3.15) die Partikuléirlésung zu
x(z, )= bku/k(z) ‘("’”2”‘” u(t)dr (3.16)
keN

ergibt. Die Gesamtlosung von (3.4)—(3.5) kann somit in Form der (Fourier—)Reihe (3.8) angegeben werden.

Beispiel 3.2 (Lineare Wirmeleitung (Beispiel 3.1 kont.)). Anhand der in diesem Fall bekannten Losung (3.8)
wird im Weiteren dargestellt, wie das SVP (3.4)—(3.6) in eine Zustandsdarstellung iiberfiihrt werden kann.

Sei {p(2), ()2 = fol P2y (2)dz mit P(z), w(z) € L?(0,1) das so genannte innere Produkt im Raum L?(0,1)
(siehe Appendix B.1.1). Somit folgt unmittelbar aus (3.8) die dquivalente Darstellung

o8} t oo
X0 =Y e % Ux(2), yr(2) (D) +f Y e M D b2y un), yi (@) ey (D) dr
k=1 0 k=1
Dies entspricht jedoch zumindest formal der Anwendung des Operators'
T =Y e * gy (3.17)
k=1

auf die AB x((z) und die Inhomogenitdt b(z) u(t) entsprechend
t
x(t) =T (t)xo +f T(t—T1)bu(t)dr. (3.18)
0

Der Vergleich mit (3.3) zeigt die formale Verwandtschaft T (t) = eA" mit dem noch zu bestimmenden Operator
A. Insbesondere folgt hieraus, dass (3.18) die Losung des inhomogenen Cauchy—Problems

dx(t)
dt

=Ax()+bu(r), t>0, x(0)=x9€2P(A) (3.19)

ist mit den Operatoren Ax = i’{ lir x € 2(A) und b = b(z). Hierbei stellt 9 (A) den Definitionsbereich des Ope-

p az p
rators A dar, dessen Ermittlung eng mit der im Weiteren untersuchten Wahl eines geeigneten Zustandsraumes
zusammenhdngt.

Eine Abwandlung des obigen Beispiels fiihrt auf die Analyse der linearen Wellengleichung.

Beispiel 3.3 (Lineare Wellengleichung mit ortlich verteilter StellgrofRe). Ausgehend von den Ausfiihrungen
in Beispiel 3.1 wird im Folgenden die lineare Wellengleichung mit einer drtlich verteilten Stellgrifse analysiert,
d.h.

0%x(z,1) _ 0%x(z,1)

IO +b(2)u(t), z€(0,1), t>0 (3.20)
mit den RBn
x0,1)=x(1,t)=0, t>0 3.21)
sowie den ABn
0x
x(z,0) = xo(2), E(Z’ 0)=x1(z) z€l0,1]. (3.22)

Die Ortscharakteristik b(z) entspricht (3.7). Ganz analog kann somit aufgrund der homogenen RBn (3.21) die
Losung des hyperbolischen Anfangsrandwertproblems (3.20)—(3.22) mittels eines Produktansatzes ermittelt
werden. Dies fiihrt nach einigen Zwischenrechnungen auf die Reihendarstellung der Losung

x(z,t) = Z[xkcos(wkt)+—sm(wkt)]1pk(z)+f Z —sm(wk(t u(r)|yr(z)dr. (3.23)

1n der Literatur wird typischerweise die Abhingigkeit von der ortlichen Koordinate nicht angegeben.
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Hier gelten wy = kr, xg =(x0(2),¥k(2)) 2, x,lC =(x1(2), ¥ (2)) 2

by = (b(2), ¥ (2)) 2 = V2/ (kne) sin(kmzo) sin(kme), Y (z) = V2sin(knz), k=1.

Zur Bestimmung einer Zustandsdarstellung sei bemerkt, dass fiir finit—-dimensionale lineare Systeme 2. Ord-
nung (vgl. Schwingungs—Dgl.) oftmals x und % als Zustinde gewdhlt werden. Im Folgenden wird dies auf das
betrachtete SVP (3.20)—(3.22) iibertragen. Sei x(t) = [x1 (1), X2(1)] T mit x, () = x(-, ) und x(¢) = %. Somit
folgt unmittelbar, dass die Reihendarstellung (3.23) der formalen Anwendung des Operators

o 1
[ X1, Yk) 2 COS (Wi t) + — (X2, W) 12 sin(wkt)]wk(Z)
T(x=|k @k

(
kSt (3.24)
Y [~wrxr, W) 2 sin (g £) + (X2, W) 12 cos (i 1) | Wi (2)
k=1

auf den Vektor xo = [xo(-), x1 ()] T der ABn und den Vektor bu(t) = [0, b(2)) T u(t) der értlich verteilten Inhomo-
genitét gemdfs

t
x(t)=T(t)xo +f T(t—1)bu(r)dr (3.25)
0

entspricht. Insbesondere folgt hieraus, dass (3.25) die Losung des inhomogenen Cauchy-Problems

dx(t)
dt

=Ax(t)+bu(t), t>0, x(0)=x9€2P(A) (3.26)

ist mit den Operatoren

0 1 0
a=| . |, b= ' 3.27)

Analog zu den Ausfiihrungen in Beispiel 3.1 ist insbesondere im Weiteren die Frage der Wahl eines geeigneten
Definitionsbereichs 2 (A) des Operators A zu beantworten. Diese hingt jedoch unmittelbar mit der geeigneten
Wahl eines geeigneten Zustandsraumes zusamimen.

Anhand der obigen Beispiele 3.1 und 3.3 kdnnen wichtige Gesichtspunkte zur Wahl eines geeigneten Zustands-
raums X bzw. geeigneter Zustiande x;(z, 1), i = 1,..., n fiir ein gegebenes Problem abgeleitet werden. Speziell
miissen der Zustandsraum bzw. die Zustinde wohl-definiert im Sinne von Hadamard (Curtain und Zwart,
1995; Evans, 2002) gewidhlt werden, d.h. dass

(i) eine eindeutige Losung x(z, t) € X existiert

(i) die Losung stetig von den Anfangsbedingungen (und dem Eingang) abhéngt.

Zur Analyse von (ii) kann von folgendem Satz Gebrauch gemacht werden:

Satz 3.1: (Jiingel, 2001)

Sei T : X — X linear. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) T istbeschriankt, d.h.3K,0< K <oo,sodass || Tx|| < K| x| Vxe X.
(ii) T iststetig.
(iii) Vxp € X: T ist stetig in xp.
Die Bedeutung dieser Aussagen wird im Weiteren beispielhaft anhand der homogenen Cauchy-Probleme
(3.4)-(3.6) bzw. (3.20)—(3.22) mit u(#) = 0 illustriert. Hierzu wird der Einfluss der ABn x(:,0) = x¢(-) =: xo (Beispiel

3.1) bzw. x(-,0) = [x0(), x1 ()17 =: x¢ (Beispiel 3.3) auf die jeweilige Losung x(#) = T(#)xy bzw. x(¢) = T(f)xg
untersucht.

3.1 Einflihrung in die Analyse im Zustandsraum
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Beispiel 3.4 (Lineare Wirmeleitung (Beispiel 3.1 kont.)). Sei X = L?(0,1) mit innerem Produkt (¢, )2 fiir
b, pe 12(0,1) und induzierter Norm lplli2 = \/{P,P) 2. Dann gilt:
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Beispiel 3.5 (Lineare Wellengleichung (Beispiel 3.3 kont.)). Fiir das Beispiel der linearen Wellengleichung
existieren verschiedene Maoglichkeiten zur Einfiihrung eines geeigneten Zustandsraumes.

* Sei X =I1%(0,1)® L%(0,1) (siche Appendix B.1.2) mit innerem Produkt (¢, W) x = (P1,W1) 12 + (P2, W2) 2
fiir g, Wi € L2(0,1), k= 1,2, und induzierter Norm |||l x = V4, P)x. Dann gilt:

3.1 Einflihrung in die Analyse im Zustandsraum
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e Sei2X = H'(0,1)® I2(0,1) mit innerem Produkt (¢, W) x = (%L, W1y , 4 (o, w2) 2 fiir g1, w1 € H'(0,1)
und ¢y, W € 12(0,1) und induzierter Norm Ilpllx = /<P, P)x
Fiir diese Wahl des inneren Produkts kann leicht gezeigt werden, dass gilt

2

<[x(z,t) [x(z,t)]> ) [x(-,t) _<0x(z,t) 6x(z,t)> +<6x(z,t) 6x(z,t)>

axzo || 0xtzn T ] axtn B 0z ' 0z /o2 or ' ot /o

ot ot X ot X

—fl 0xz,0° 1020 4o o+ 2w, (3.28)
“Jo Ul ot 9z Sk P ‘
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Anmerkung 3.1

Dabei ist jedoch die folgende Einschrinkung anzumerken: Sei ¢; = ¢ mit der beliebigen Konstanten
¢ #0und sei ¢, =0, dann gilt [|p |l x = 1/{Pp,P)x = 0. Dies widerspricht der Definition einer Norm fiir
die aus ||¢p||x = 0 unmittelbar ¢ = 0 folgen muss. Um dieses Problem zu beheben wird in Anbetracht
der Konfiguration der betrachteten Wellengleichung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen der
Zustandsraum zu X = H; (0,1) ® I?(0,1) abgewandelt, wobei gilt H} (0,1) = H'(0,1) n {x(0) = 0}. Mit
der hier gewéhlten induzierten Norm wird der Zustandsraum (Hilbert-Raum) zu einem so genannten
Sobolev-Raum.

Des Weiteren ist noch nachzutragen, wie der Definitionsbereich ?(A) < X = H; 1(0,1) ® L?(0,1) des Operators

A =10, 1| 2,O] geeignet zu wdhlen ist. Da nach Aufgabenstellung x(0,t) = x(1,t) = 0 gelten, folgt, dass
2(A) = @1 (A) ® D2 (A) mit

2

dx dx
D (A) ={xeL2(o,1):x, - abs. stetig — = € 12(0,1), x(0) = x(1) =0} und (3.29)
2 dx 2
Do (A) :{xeL 0,1):x, — €L (0,1)}. (3.30)
dz
Anmerkung 3.2
ax(z 1) 6x(z 1)

Durch die Wahl von so genannten Energie-Koordinaten x; (z, t) = und x,(z, 1) = wird das
betrachtete homogene Cauchy-Problem (3.20)—(3.22) mit u(¢) =0 wohl definiert in der Norm x| =
Jo % + x3)dz also in L?(0,1) ® L?(0, 1).

Mit diesen Beispielen kann unmittelbar das grundlegende Prinzip der abstrakten Darstellung von SVPn im Zu-
standsraum zusammengefasst werden: Durch die Einfithrung eines geeigneten Zustandsraums (typischerweise
eines Hilbertraums) und die Interpretation des ortlichen Differenzialoperators als Operator A in dem entspre-
chenden Zustandsraum mit einem, die (homogenen) Randbedingungen umfassenden, Definitionsbereich 2(A)
und einem Eingangsoperator B bzw. Bu(t) kann das gegebene SVPn in die Zustandsdarstellung

dx(1r)
az =Ax(t)+Bu(t), t>0, x(0)=x9€2(A) (3.31)
uberfiihrt werden.

Es ist weiterhin zu beachten, dass auch die Inhomogenitit f(¢) = f(, ¥) = Bu(t) aus einem geeigneten Raum
stammen muss. Dies kann z.B. der Raum aller stetigen Funktionen sein, die das Intervall [0,7], T > 0 auf X
abbilden, d.h. f(#) € C([0, 7], X), oder entsprechend der Raum der Lebesque-integrierbaren Funktionen, die
das Intervall [0, 7], T > 0 auf X abbilden, d.h. f(¢) € L”([0,7], X). Ersteres fiihrt beispielweise zur Definition
von so genannten klassischen Losungen abstrakter Dgln., letzteres zur Definition so genannter milder bzw.
schwacher Losungen von abstrakten DglIn. (Curtain und Zwart, 1995).

Des Weiteren ist zu bemerken, dass bislang nur 6rtlich verteilt wirkende Stellgroen im Rahmen des Zustands-
raumkonzepts analysiert wurden. Dem gegeniiber erfordert der Fall von Randeingriffen eine weitergehende
Analyse. Dies kann leicht anhand des folgenden Beispiels motiviert werden.

Beispiel 3.6 (Lineare Wiarmeleitung mit Randeingriff). Die orts—und zeitvariable Temperaturverteilung
x(z, t) in einem Medium gehorche der folgenden PDgl. mit RBn und AB

0x(z, 1) azx(z, B _

PY: o2 u(z, 1), ze(0,1), t>0 (3.32)
x(0,8) = up(r), x(1,8)=u (1), t>0 (3.33)
x(z,0) = xo(2), z€[0,1]. (3.34)

2Hierbei gilt H"(a, b) :{xeLZ(a n: Y 2 p), a=0,1 m}
: b ,b), @=0,1,..,m|.
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Unter der Annahme uy(t) = uy () = 0 ermdglicht die Einfiihrung des Operators

agp= L0 (3.35)
¢= dz? ’
mit Definitionsbereich
dp &
_ 2 . - i 2 — ) =
2(A) _{¢eL 0.1): ¢, =" abs. stetig, —— € L*(0, 1), p(0) _0_¢(1)} (3.36)

die abstrakte Darstellung des inhomogenen Cauchy-Problems (3.32)—(3.34) in der Form (3.31) mit Bu(t) =
u(-, 1). Es ist zudem offensichtlich, dass sowohl x(0, t) = uy(t) also auch x(1, t) = u; (t) aufgrund deren Zeitva-
rianz nicht in den Definitionsbereich 2 (A) integriert werden kénnen.

Offensichtlich sind zur Darstellung von SVPn mit inhomogenen RBn im Zustandsraum weitere Schritte notwen-
dig. Eine Moglichkeit bietet dabei die Homogenisierung von Randbedingungen, die im Folgenden anhand von
Beispiel 3.6 illustriert wird.

Beispiel 3.7 (Lineare Wirmeleitung mit Randeingriff (Beispiel 3.6 kont.)). Offensichtlich bedingt die
Zustandsdarstellung von SVPn homogene RBn. Im Fall inhomogener RBn kann dies u.U. durch das Homoge-
nisieren der RBn erreicht werden. Das Prinzip zeigt untenstehende Skizze.

x(z, 1)
X(z, 1)

X(z, 1)

Y

0 1 z

Die grundlegende Idee basiert auf der Separation des Zustands x(z, t) des SVPn in einen Anteil X(z, t), der, wie
im Folgenden gezeigt wird, eine PDgln. mit homogenen RBn erfiillt, sowie einen Anteil X(z, t), der den Einfluss
der RBn beschreibt. Fiir das Modell des Wéirmeleiters (3.32)—(3.34) fiihrt dies auf

x(0,8) = up () = X(0, 1) +x(0, 1) (3.37)
=0
x(1, 0 =w (1) =Xx1,1)+x(1,1). (3.38)
——

=0
Beispielsweise erfiillt
X(z, 1) = up(8) + z[ur (1) — up(1)] (3.39)

diese Bedingungen. Substitution von x(z, t) = X(z, t) + X(z, t) in (3.32)—(3.34) fiihrt auf folgende inhomogene
PDgl. in %(z, t) mit nun homogenen Randbedingungen

0X(z,1) 0°X(z,1) _ o) — 0x(z,1) 0%x(z, 1) cO.1), 150 (3.40)
ot 0z " ot 022 “em '
x0,0=0, xX(1,0=0, t>0 (3.41)
x(zro) = X0 (Z) - )_C(Zy 0)) ZE [0, ].] (342)

Diese Analyse setzt natiirlich die entsprechende Differenzierbarkeit von X(z, f) voraus, wobei speziell die
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RandgroRen wuy(t), ui(t) € C1([0,7]), T > 0 sind. Zur Uberfiihrung von (3.40)—(3.42) in Zustandsdarstellung mit
dem Zweck der Losungsbestimmung bei bekannten u(z, £), ug(#) und u; (£), kann das SVPn durch Substitution
von

0%(z, 1) . %x(z, 1)
ot 0z2

u(z,t)=ulz,t) -

in eine Form entsprechend (3.31) gebracht werden. Stellen andererseits u(t) bzw. u; () die EingriffsgrofRen
in das System dar, so kann (3.40)—(3.42) in geschickter Form auf einem erweiterten Zustandsraum dargestellt
werden (1 (f) bzw. u; (¢) als weitere Zustandsgréfen). Dies fiihrt zur Theorie der so genannten , Boundary
Control Systems” (Fattorini, 1968; Curtain und Zwart, 1995).

Ein anderer Zugang zur Analyse von Systemen mit inhomogenen Randbedingungen basiert auf der Einfithrung
von Operatorenerweiterungen (Ho und Russell, 1983; Tucsnak und Weiss, 2009), wobei die resultierende
Systemformulierung in der Form (3.31) keine punktweise Erfiillung der inhomogenen Randbedingungen
ermdoglicht.

3.1.2 Gleichmifig stetige Halbgruppen und infinitesimale Generatoren

Anhand der obigen Beispiele ldsst sich das grundlegende Konzept der so genannten gleichmafig stetigen bzw.
stark stetigen Halbgruppen ableiten (Jiingel, 2001).

Definition 3.1: GleichmiRig bzw. stark stetige Halbgruppe

Sei X ein Banach-Raum und T(¢) : X — X, 0 < ¢ < co eine Familie linearer beschrankter Operatoren.

(i) T(¢) ist eine Halbgruppe linearer beschrinkter Operatoren auf X, wenn

TO)=1I (3.43)
T(+s)=T®T(s) Vit s=0. (3.44)

(ii) Eine Halbgruppe linearer beschrankter Operatoren 7'(#) auf X heil3t gleichmiRig stetig, wenn

lir(r)l [ T(2) = Il =0. (3.45)
t—0+

(iii) Eine Halbgruppe linearer beschrankter Operatoren T'(¢) auf X heil3t stark stetig, wenn

liI(I)l T()xo=x9 VYxp€X. (3.46)
t— +
Eine stark stetige Halbgruppe beschrénkter linearer Operatoren wird auch als Cy—Halbgruppe be-
zeichnet.
Anmerkung 3.3

Offensichtlich stellt T'(¢) definiert in (3.17) bzw. (3.24) jeweils eine Cy—Halbgruppe im entsprechenden
Zustandsraum X dar.

Satz 3.2
Sei T (t) eine Cp—Halbgruppe im Hilbertraum X und sei wg = inft>0(% log || T(#) ). Dann gilt

. loglT(n)ll
wo = lim ———— <oo
t—o00 t

und fiir jedes w = wy existiert eine Konstante M,,, so dass fiir alle 0 < ¢ < co gilt

IT@I < Mye®". (3.47)
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Hier stellt | || die Operatornorm von T dar (siehe Appendix B.1.5). Offensichtlich liefert dieser Satz eine Aussage
zum Wachstum bzw. zu Wachstumsgrenzen von Cy—Halbgruppen und fiihrt zu folgender Definition (Curtain
und Zwart, 1995; Jiingel, 2001).

Definition 3.2

Sei T(1) eine Co—Halbgruppe mit || (1) || = Me®!, M, w € R. Dann hei3t T'(#)

¢ gleichmifigbeschrinkt, falls w =0, d.h. | T(9)|| < M, YVt =0,

e Cp—Halbgruppe von Kontraktionen, falls M =1und w =0, d.h. [T(f)|| <1, V£ =0.

Es ist leicht ersichtlich, dass die Eigenschaft einer Co—Halbgruppe kontrahierend zu sein, eine wichtige Rolle
zum Nachweis der Stabilitédt eines gegebenen Systems spielt.

Anmerkung 3.4
Die Cy—Halbgruppe T'(¢) definiert in (3.24) ist kontrahierend mit || T'(#)|| < 1.

Im Allgemeinen ist es jedoch nicht méglich, die Losung also die Halbgruppe T'(f) zu einem gegebenen
unendlich—-dimensionalen Problem explizit zu bestimmen, um die Eigenschaften des Systems zu ermitteln.
Es ist deshalb von Interesse, ein System anhand des Systemoperators, dem so genannten infinitesimalen
Generator einer Halbgruppe, zu untersuchen.

Definition 3.3
Der lineare Operator A: 2(A) — X, definiert durch

1
D(A) = {x € X| lim —(T(0)x~x) existiert} (3.48)
t—0*
1 dT(0)x
Ax=lim —(T(t)x—x) = (3.49)
t—0*t T dt =0

fiir x € 2(A), heildt der infinitesimale Generator der Halbgruppe T'(¢).

Analog zum linearen endlich—-dimensionalen Fall wird in den weiteren Abschnitten versucht, direkt anhand
des infinitesimalen Generators A sowie der noch einzufithrenden Eingangs— und Ausgangsoperatoren B und
C auf Struktureigenschaften wie Steuerbarkeit oder Beobachtbarkeit sowie Stabilisierbarkeit bzw. Stabilitét
des geschlossenen Regelkreises zu schlief3en. Einige wichtige Eigenschaften von Cy—Halbgruppen und deren
infinitesimalen Generatoren sind im Folgenden zusammengefasst (Curtain und Zwart, 1995; Jiingel, 2001).

Satz 3.3

Sei T'(t) eine Cy—Halbgruppe und A ihr infinitesimaler Generator. Dann gilt

(i) firallexe X:

t+h
lim — T(s)xds=T(t)x. (3.50)
h—o h J;
(i) firalle x€ X:
t t
f T(s)xdseP(A) und A(f T(s)x ds) =T()x—x. (3.51)
0 0

(iii) far alle x € 2(A):

T(H)xe2(A) und %T(t)xz AT ()x = T(¢) Ax. (3.52)
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(iv) furalle x € 2(A):

t t
T(Hx—T(s)x =f T(r)Ax dt :f AT (t)x dT. (3.53)

N N
Hiermit kann leicht das folgende Resultat gezeigt werden (Jiingel, 2001).

Korollar 3.1. Sei A der infinitesimale Generator einer Co—Halbgruppe T (t). Dann ist A ein linearer, abgeschlos-
sener Operator (siehe Appendix B.1.3) mit 2(A) = X, d.h. 2(A) liegt dicht in X (siehe Appendix B.1.4).

Weitere Begriffe und Eigenschaften von Cy—Halbgruppen und ihren infinitesimalen Generatoren werden an
den entsprechenden Stellen im Text angegeben. Zudem sind einige grundlegende Begriffe in Anhang B.1
zusammengefasst. Mit obigen Vorbereitungen werden in den Abschnitten B.2 und B.3 mit dem Hille-Yoshida
Theorem und dem Lumer-Phillips Theorem zwei Kriterien abgeleitet, die die Schluf$folgerung ermoglichen,
dass ein Operator A tatsdchlich der infinitesimale Generator einer Cy—Halbgruppe ist.

3.1.3 Rieszsche Operatoren

Eine aus praktischer Sicht sehr wichtige Klasse von Operatoren bezeichnen die so genannten Rieszschen Opera-
toren. Zu deren Einfiihrung sind jedoch weitere funktionalanalytische Konzepte notwendig, wie beispielsweise
so genannte adjungierte Operatoren, kompakte Operatoren und die Eigenwertaufgabe fiir lineare Operatoren
in Hilbertraumen. Diese werden im Folgenden einfiihrend erldutert und anhand von Beispielen illustriert.

3.1.3.1 Adjungierte und selbst-adjungierte Operatoren

Adjungierte Operatoren kdnnen im Prinzip als Verallgemeinerung der transponierten Matrix in der linearen
Algebra aufgefasst werden.

Definition 3.4: Adjungierter Operator

Sei A ein linearer Operator im Hilbertraum (X, | - || x) mit Definitionsgebiet 2(A) dicht in X. Sei 2(A*) die
Menge aller y € X so, dass ein y* € X existiert mit

(A, )x =(x,y"Yx YxeD(A).
Fiir jedes y € 2(A*) ist dann der adjungierte Operator A* : 2(A*) c X — X als
Ay=y
definiert.
Eine Anwendung dieser Definition wird im folgenden Beispiel illustriert.

Beispiel 3.8 (Adjungierter Operator fiir einen Differenzialoperator n-ter Ordnung). Fiir x(z) € L2(0,1) sei
der Differenzialoperator n—ter Ordnung durch

noodlx
Ax = i 0 3.54
x j;oﬁ] i Pn# (3.54)
gegeben mit dem Definitionsgebiet

d'x

' x
_ 2 o Frir §— _ 2
2(A) —{xeL (0,1)|—dzj abs. stetig fiir j =0,...,n—1, o e L“(0,1),
=l dlx @ x
0 —_— 1. —_— = =
,-Ezo(yf”dzf O +7} Mm)=0,1=1,...,n}. (3.55)
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Gemdif$ Definition 3.4 ergibt sich der zu A adjungierte Operator A* aus

nooodix .
(Ax,y)Lz=<Z,Bj%, > f Zﬁ]—ydz (X, A" ) 2. (3.56)
j=0

Mittels n—facher partieller Integration liefert die Auswertung des Integralausdrucks

~ky gkyqz=1
JHZ( ¥ jfd—zi’ . fo( l)fﬁjdydz (3.57)

f Z Bj Hydz = ]ZO
Ein Vergleich von (3.57) mit (3.56) fiihrt somit unmittelbar auf die Gleichung des adjungierten Operators
1 L odlx
A'x=) (-1D)/g;i—. 3.58
j;o( VB (3.58)

Die Bestimmung des Definitionsgebiets D (A*) erfolgt somit aus der Bedingung, dass

df kx dkyqz=
ﬁ]+12( W =0

fiir alle x € 2(A). Offensichtlich existieren Konstanten y(]).’; und y}.’;‘, j=0,...,n—-1,1=1,...,n 5o, dass die
obige Gleichung identisch erfiillt wird, weshalb

n

@ d
@(A*):{xeLz(O,l))J abs. stetig fiir j =0,...,n~1, = Z e 170,1),
Z
n-1 j
;0( i ](0) vy ](1)) 1=1,...,n}. (3.59)

Einige wichtige Eigenschaften adjungierter Operatoren sind untenstehend zusammengefasst (siehe auch z.B.
Heuser, 1992; Curtain und Zwart, 1995).

Satz 3.4

Der adjungierte Operator A* : 2(A*) ¢ X — X ist eine stetige lineare Abbildung, d.h. A* € £ (2(A*), X),
mit || A*|| = || All. Sei B € £ (X, X) und « € C, dann gelten die folgenden Regeln:

(A+B)* = A* + BY, D((A+B)*) =2(A%) (3.60)

(@A)* =aA*, @((aA)*)={@(A b @50 (3.61)
X, a=0

(AB)* = B*A* (3.62)

=1, 0*=0. (3.63)

Ist A bijektiv, so ist auch A* bijektiv und (A*)~! = (A~1)*. Des Weiteren gilt A** = (A*)* = A.
Zusitzlich kann der Begriff des so genannten selbst-adjungierten Operators eingefiihrt werden.

Definition 3.5: Symmetrische und selbst-adjungierte Operatoren

Ein linearer Operator A im Hilbertraum X wird als symmetrisch bezeichnet, falls
(Ax,yyx = (x, Ay)x Vx,ye2D(A).

Ein symmetrischer Operator wird als selbst—adjungiert bezeichnet, falls zusétzlich 2(A) = 2(A*).
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3.1.3.2 Kompakte Operatoren

Fiir eine gewisse Klasse von Operatoren, den so genannten kompakten Operatoren, kénnen im Prinzip
analog zum Fall linearer endlich—-dimensionaler Systeme Aussagen iiber Eigenwerte und Eigenvektoren bzw.
Eigenfunktionen getroffen werden (Curtain und Zwart, 1995; Heuser, 1992; Naylor und Sell, 1982).

Definition 3.6: Kompakter Operator

Seien X und Y normierte lineare Rdume. Ein Operator A € £ (X, Y) wird als kompakt bezeichnet, wenn
das Bild {Ax,}, jeder beschréankten Folge {x,}, € X eine konvergente Teilfolge enthilt.

Zum eigentlichen Nachweis der Kompaktheit eines Operators ist dabei das folgende Lemma niitzlich (Curtain
und Zwart, 1995; Heuser, 1992; Naylor und Sell, 1982).

Lemma 3.1

Seien X und Y normierte lineare Riume und sei A: X — Y ein linearer Operator. Dann gelten:

(i) Aist ein kompakter Operator, falls A beschrankt ist und dim(A(X)) < oo.

(ii) Konvergiert die Folge {A,}, von kompakten Operatoren von X nach Y gleichméaRig gegen A, so ist A
kompakt.

(iii) Sei Ae £ (X,Y) kompakt und sei der Bildbereich von A ein abgeschlossener Unterraum von Y. Dann
ist der Bildbereich von A endlich—-dimensional.

Die Anwendung dieses Lemma kann direkt anhand des folgenden Beispiels verdeutlicht werden.

Beispiel 3.9 (Nachweis der Kompaktheit eines Operators). Sei X = L?(0,1) und A: X — X gegeben durch

1
Ax= Zl pyiAdl Aj=—(m?, xj =0 2, W) =6k, (3.64)
j=

mit span, ., (W} = X. A ist offensichtlich linear. Sei nun

]
Apx = 2: ifXUUq.
j=17]
Damit folgt unmittelbar, dass auch A;, linear ist und fiir jedes endliche n einen endlich-dimensionalen Bild-
bereich besitzt. Nach Lemma 3.1(i) ist A,, kompakt. Zum Nachweis, dass A, gleichmdifsig gegen A konvergiert,
betrachte man

| Ax - Apxl% =f

l(f L -)Zdz< LY @S el
X A ivi =2 P2 =T :

j=n+1
Somit ergibt sich

1
A+l (n+1D)m)?

1A= Ayl < . 0 fiiir n — oo.
Nach Lemma 3.1(ii) ist A kompakt.

Insbesondere stellen Integraloperatoren eine Klasse kompakter Operatoren dar (Curtain und Zwart, 1995).

Satz 3.5: Kompaktheit von Integraloperatoren
Sei k(z, s) € L%([a, b] x [a, b]). Dann ist der Integraloperator K : L%(a, b) — LP(a, b) definiert durch

b
(Kx)(z) = f k(z,s)x(s)ds (3.65)
a

3.1 Einflihrung in die Analyse im Zustandsraum

65



ein kompakter Operator.

3.1.3.3 Eigenwertprobleme

Die Analyse des Eigenwertproblems, d.h.
AI-A)x=0, x€9(4), (3.66)

erfordert zunéchst die Klarung, was unter einem Eigenwert eines Operators A zu verstehen ist. Dies ist Ge-
genstand der folgenden Definition, die zudem die im Weiteren wichtigen Begriffe der Resolvente und deren
Definitionsbereich, der Resolventmenge, einfiihrt.

Definition 3.7: Resolventenmenge und Spektrum

Sei A ein linearer Operator in einem normierten Raum X. Die Menge
p(A) = {)L € C: (Al - A) istinjektiv, (AL - A1) =X, A - A~ List beschr'ankt}

heiRt die Resolventenmenge von A. Die Abbildung R(-, A) : A— (AI — A)~! ist die Resolvente von A. Die
Menge

g(A):=C\p(4)
wird als Spektrum von A bezeichnet. Die Menge der Eigenwerte von A
0p(A):={1€C: Al - Aistnicht injektiv}

nennt man das Punktspektrum von A.

Anmerkung 3.5
Die Resolvente R(-, A) eines infinitesimalen Generators A einer Cy—Halbgruppe T'(f) entspricht der
Laplace-Transformation der Halbgruppe, da aus

dx(1)
dr

=Ax(t)+bu(t), t>0, x(0)=x9€2(A)

unmittelbar folgt, dass

X(z,5) = (sI- AT (BU(s) + x0(2)) = R(s, A)(BU(s) + x(2)).

Das Element 0 # x € 2(A) fiir das (11 — A)x = 0 bei gegebenem A € o, (A) wird als Eigenvektor bzw. Eigenfunk-
tion bezeichnet. Daneben konnen beispielsweise noch die algebraische und geometrische Vielfachheit von
Eigenwerten sowie generalisierte Eigenfunktionen definiert werden.

Fiir allgemeine lineare Operatoren ist die spektrale Analyse ungemein schwieriger als fiir endlich-dimensionale
Operatoren. Aufgrund der vorhandenen Ahnlichkeit zu endlich-dimensionalen Operatoren, kénnen jedoch
fiir die Klasse der kompakten Operatoren weiterfithrende spektrale Ergebnisse abgeleitet werden. Fiir eine
allgemeine Analyse sei dazu auf Curtain und Zwart, 1995; Heuser, 1992; Naylor und Sell, 1982; Showalter,
1994 verwiesen. Im Folgenden werden nur die fiir die weiteren Untersuchungen notwendigen Ergebnisse
zusammengefasst.

Lemma 3.2
Sei A ein abgeschlossener linearer Operator in X, dessen Resolvente R(A, A) fiir ein A € p(A) existiert und

kompaktist. Dann besteht das Spektrum von A nur aus isolierten Eigenwerten mit endlicher (algebraischer)
Vielfachheit und R(A, A) ist kompakt fiir alle A € p(A).

Dieses Ergebnis aus Kato, 1980, S. 187 ist insbesondere in Anwendungen von Bedeutung. Kompakte, normale
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Operatoren auf einem Hilbertraum besitzen keine generalisierten Eigenfunktionen und erlauben eine spektrale
Zerlegung analog zu normalen Matrizen.

Satz 3.6

Sei A€ £(X, X) ein kompakter, normaler Operator in dem Hilbertraum X. Dann existieren eine orthonor-
male Basis von Eigenfunktionen {¢,,}%> | und entsprechende Eigenwerte {1,}7> ; so, dass

Ax=) Anlx, ) xp, VYxeX. (3.67)

n=1

Die Anwendung dieses Satzes wird in folgendem Beispiel illustriert.

Beispiel 3.10. Sei X = [?(0,1) und
1
(Kx)(2) = — f k(z, s)x(s)ds (3.68)
0
mit

(3.69)

1-98z, 0<z<s<l
k(z,s) =
(1-2)s, 0<s=<z<l.

Da k(z,s) = k(s, z) ist leicht nachweisbar, dass K selbst-adjungiert ist. Wegen Satz 3.5 ist K kompakt, so dass
die Eigenwerte und Eigenfunktionen von K aus der Bedingung K¢ = A¢ bestimmt werden kénnen, d.h.

z 1
—f (1—z)s<p(s)ds—f (1-95)zp(s)ds = Ap(2).
0 z

Die linke Seite der Gleichung ist zweifach stetig nach z differenzierbar, was auf die Gleichung

_doa)
P(z)=A 2 (3.70)
fiihrt. Zudem gelten (K¢)(0) = 0 und (K¢)(1) = 0 bzw.
Ap(0) = (Kp)(0) =0, Ap(1) = (K¢p)(1) = 0. 3.71)

Fiir A = 0 ergibt sich somit nur die triviale Losung, weshalb A = 0 keinen Eigenwert von K darstellt. Sei nun
A #0, womit sich aus (3.71) die RBn ¢(0) = ¢(1) = 0 ergeben. Die Losung der Randwertaufgabe (3.70) mit
diesen RBn fiihrt auf die Eigenwerte und zugehdrigen Eigenfunktionen

dn(z) = \/zsin(nnz), n=1. 3.72)

Ap=———,
"7 (nm)?

Mit Satz 3.6 folgt, dass {v2sin(nnz)}°> | eine orthonormale Basis von X = L?(0,1) darstellt.

Zusitzlich kann gezeigt werden, dass jeder kompakte, jedoch nicht notwendigweise normale, lineare Operator
in eine spektrale Darstellung dhnlich zu (3.67) tiberfiihrt werden kann (Curtain und Zwart, 1995).

3.1.3.4 Rieszscher Operator

Der folgende Satz aus Curtain und Zwart, 1995 bildet die Grundlage fiir die Definition so genannter Rieszscher
Operatoren.

Satz 3.7

Sei A ein linearer Operator in dem Hilbertraum X mit Definitionsgebiet 2(A) und sei 0 € p(A). Sei zudem
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A~! normal und kompakt. Mit Satz 3.6 folgt, dass A~ fiir alle x € X die spektrale Darstellung
1 o -1
AT'x=) N xd)xd, (3.73)
n=1

aufweist, wobei 1;,' und ¢,, die Eigenwerte und zugehérigen Eigenfunktionen von A™! darstellen und
{¢,,}5~, eine orthonormale Basis von X reprdsentiert. Fiir x € 2(A) weist A die spektrale Darstellung

Ax=) Ap(x, ) x, (3.74)
n=1
mit
D(A) = {xex 3 APl ) x 1P <oo} (3.75)
n=1

auf. Zudem ist A ein abgeschlossener linearer Operator.

Die Anwendung dieses Satzes wird in Folgenden anhand des 6rtlichen Operators der Warmeleitungsgleichung
verdeutlicht.

Beispiel 3.11. Sei X = L?(0,1) und

Ax="2
2
dz , (3.76)

a a
P(4)={xeX|x, d—z abs, stetig, d—zf e 1(0, 1), x(0) = x(1) =0}.
Die Inverse A~ von A kann in Form der Integralgleichung
1
(A %)(2) = —f k(z, $)x(s)ds
0

mit k(z, s) aus (3.69) bestimmt werden®. Wie in Beispiel 3.10 gezeigt wurde, ist A~ ein kompakter, selbst—
adjungierter linearer Operator mit den Eigenwerten {—1/ (nﬂ)z}‘:f:l und den zugehdrigen Eigenfunktionen
V2 sin(nnz)}S> . Nach Satz 3.7 ist A ein abgeschlossener linearer Operator mit der spektralen Zerlegung

Ax =Y —(nm)*(x,V2sin(nnz))2V2sin(nrz)

n=1

und dem Definitionsgebiet

2(A) = {x eX Z (nﬂ)4|(x, \/Esin(nﬂz))Lzl2 < oo}.

n=1

Mit diesen Vorarbeiten kann die aus praktischer Sicht sehr wichtige Klasse der so genannten Rieszschen
Operatoren eingefiihrt werden. Diese umfassen alle Operatoren deren Eigenfunktionen eine so genannte
Riesz-Basis bilden (Curtain und Zwart, 1995).

Definition 3.8: Riesz—Basis

Eine Folge von Vektoren {¢p,,, n = 1} in einem Hilbertraum X bildet eine Riesz-Basis fiir X falls:

() span,s{¢,}=X

(ii) positive Konstanten m, M existieren, so dass fiir beliebige N € N und beliebige Skalare a,, n=1,..., N

3Hier stellt k(z, s) die so genannte Greensche Funktion dar.
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gilt
N 2 ul 2 N 2
my lanl” <) and,I7<M)_ |ayl”.
n=1 n=1 n=1

Es ist hierbei zu bemerken, dass zwar jede orthonormale Basis eines Funktionenraums eine Riesz-Basis
darstellt, der Begriff jedoch nicht die Orthogonalitit der Eigenfunktionen bedingt, so dass allgemeinere und
insbesondere nicht-selbstadjungierte lineare Operatoren (vgl. Beispiel 3.8) analysiert werden kénnen.

Lemma 3.3

Sei A ein abgeschlossener linearer Operator im Hilbertraum X mit einfachen Eigenwerten {1,}9>; und
zugehorigen Eigenfunktionen {¢,,}7° | die eine Riesz-Basis bilden. Dann gelten:

(i) Die Eigenfunktionen {y,}%>, des adjungierten Operators A* zu den entsprechenden Eigenwerten
{it_n}‘r’lo=1 konnen so skaliert werden, dass {(¢,,, ¥ ,,,)x =6, m.

(i) Jedes x € X kann eindeutig in Form einer Fourier-Reihe

x=) (xy,)xd, (3.77)
n=1

dargestellt werden, wobei Konstanten m, M > 0 existieren, so dass

mY [xw)xlP< x5 =M Y Kx,p,)x

n=1 n=1

(iii) Die Eigenfunktionen {y,}%>; des adjungierten Operators A* stellen ebenfalls eine Riesz-Basis fiir X
dar. Jedes x € X kann somit eindeutig in Form einer Fourier—Reihe

x=) (%P, xy, (3.78)
n=1

dargestellt werden, wobei Konstanten m, M > 0 existieren, so dass

o0 o0
mY (x, ¢ x> <lxl53 <MY Kx,¢,)x.
n=1 n=1
Dies ermdoglicht die Definition eines Rieszschen Operators (Curtain und Zwart, 1995; Tucsnak und Weiss, 2009).

Definition 3.9: Rieszscher Operator

Sei A ein abgeschlossener, linearer Operator im Hilbertraum X mit einfachen Eigenwerten {A,}7> ; und
zugehorigen, eine Riesz-Basis fiir X bildende, Eigenfunktionen {¢,,}%> ;. Der Operator A wird Rieszscher

Operator genannt, wenn der Abschluss der Menge {1,}7" , (total) unzusammenhingend* ist.

Wichtige Eigenschaften Rieszscher Operatoren sind in folgendem Satz zusammengefasst (Curtain und Zwart,
1995).

Satz 3.8: Eigenschaften Rieszscher Operatoren

Sei A ein Rieszscher Operator mit einfachen Eigenwerten {1,}7°, und zugehérigen Eigenfunktionen
{¢p,}52 . Zudem bezeichne {y,}° , die Menge der Eigenfunktionen des adjungierten Operators A* mit
(p,, W) x =06, m. Dann gelten:

4Total unzusammenhingend bezeichnet hier den Fall, dass keine Elemente y, 1 € {1,}°°

1 existieren, die durch eine Linie bzw. ein

Segment verbunden werden konnen, die bzw. das vollsténdig in {1,}52, liegt.
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(i) A besitzt die spektrale Darstellung
o0
Ax =) Anlx,w ) x, (3.79)
n=1
fiir x € 2(A) mit

@(A):{xex

Y 1A 21x, ) I < oo} (3.80)
n=1

(ii) Aistder infinitesimale Generator einer Co—Halbgruppe T'(¢) genau dann wenn sup,,=; R{1,} < co.
In diesem Fall besitzt T'(f) die spektrale Darstellung

[e.0]
T=Y ey )xd,. (3.81)
n=1
(iii) Die Wachstumsgrenze der Halbgruppe ergibt sich zu
At
wo = inf( ~log| T(1)]|) = supR{A,}. (3.82)
>08 ¢ n=1

(iv) Die Resolventenmenge und das Spektrum ergeben sich zu p(A) = {A € C|inf;>; |1 - 1,] > 0} und
o(A) = {An}‘ff:l. Fiir A € p(A) ergibt sich die Resolvente zu

RAA=AI-A"'=)

n=1

T Yy (3.83)

Eine Anwendung dieses Satzes wird im Weiteren anhand einer Erweiterung des Beispiels 3.11 fiir die lineare
Wirmeleitungsgleichung gezeigt.

Beispiel 3.12 (Lineare Wirmeleitung als Rieszscher Operator). Betrachtet wird nun das abstrakte Cauchy—
Problem

dx(t)

dt
x(0) =x0 €2(4) (3.85)

= Ax(f), t>0 (3.84)

mit A und 2(A) aus (3.76). Wie obenstehend ausgefiihrt ergeben sich die Eigenwerte und zugehérigen Eigen-
funktionen des Operators A zu {—(nn)z}‘;f:l und {2 sin(nnz)};. . Letztere bilden eine orthonormale Basis

fiir den Raum X = L?(0,1). Mit Satz 3.8(ii) folgt die Losung zu (3.84), (3.85) unmittelbar als
x 2
x()=T(H)xp = Z PRGN \/Esin(nnz))Lz V2sin(nnz).
n=1

Des Weiteren zeigt Satz 3.8(iii), dass | T (?)|| < Mexp(—ﬂ2 1) mit M > 0. Offensichtlich erlauben die Eigenschaf-
ten Rieszscher Operatoren wichtige Aussagen zum dynamischen Losungsverhalten.

Rieszsche Operatoren umfassen wichtige lineare Beispiele, u.a. der Mechanik (Wellengleichung, Euler—
Bernoulli Balken, Timoshenko Balken) und der Warme- und Stoffiibertragung (Diffusionsgleichung, Diffusions—
Konvektions—Reaktionsgleichung). Dabei konnen auch gewisse ortliche Variationen der Systemparameter
zugelassen werden.

3.2 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Analog zu den Betrachtungen in (Curtain und Zwart, 1995, Kapitel 4) werden die Struktureigenschaften Steuer-
barkeit und Beobachtbarkeit anhand der folgenden abstrakten Darstellung unendlich—dimensionaler Systeme
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2(A, B, C, D) mit Eingdngen u und Ausgingen y eingefiihrt, d.h.

x(1) = Ax(t) +Bu(r), t>0 (3.86)
x(0) =x9€2(4) (3.87)
y() =Cx(t) + Du(t), t=0. (3.88)

Im Weiteren gelten folgende Annahmen:

(i) Aist der infinitesimale Generator einer Co—Halbgruppe 7'(#) auf einem Hilbertraum X
(i) B istein beschriankter linearer Operator von einem Hilbertraum U auf X

(iii) C ist ein beschrédnkter linearer Operator von X auf einen Hilbertraum Y

(iv) D ist ein beschrdnkter linearer Operator von U auf Y

W) ueL*(0,7;U) = [y lui(DPdt<oo, u; €U, i=1,..,m.
Unter diesen Annahmen stellt nach Curtain und Zwart, 1995, Definition 3.1.4
t
x(H)=T(t)xg +f T(t—s)Bu(s)ds, O<t<rt (3.89)
0

eine so genannte milde Losung von (3.86), (3.87) dar.

3.2.1 Steuerbarkeitsbegriffe fiir lineare SVP

Der Begriff der Steuerbarkeit bezeichnet die Moglichkeit, ein System von einem beliebigen Anfangszustand x,
innerhalb eines endlichen Zeitintervalls in einen Zustand x; des Zustandsraumes zu iiberfiihren, d.h.

Definition 3.10

Ein System 2(A, B, —, —)° heiflt (zustands-) steuerbar, wenn zu einem vorgegebenen xp € X und einem
vorgegebenen x; € X eine Zeit 0 < T < oo und eine Funktion u € L?([0, 7]; U) so existieren, dass x(t) = x in
(3.89). Ist dies fiir alle xp € X moglich, so heilst (A, B, —, —) vollstindig steuerbar.

Definition 3.11

Der Zustand x; € X wird als erreichbar von x( € X bezeichnet, wenn eine Zeit 7 > 0 und eine Funktion
u € L2([0,7]; U) so existieren, dass x(7) = x; in (3.89).

Im Unterschied zu endlich-dimensionalen zeitkontinuierlichen linearen Systemen, sind Steuerbarkeit und
Erreichbarkeit fiir unendlich-dimensionale System nicht mehr dquivalent. Des Weiteren existieren fiir letztere
vielfdltige Steuerbarkeits— und Erreichbarkeitsbegriffe. Die weiteren Betrachtungen sind deshalb als eine erste
Einfiihrung zu verstehen. Hierzu ist der Begriff der Steuerbarkeitsabbildung notwendig, dessen Definition sich
leicht aus der Losung der Zustandsgleichungen geméR (B.5) ableiten ldsst.

Definition 3.12
Die beschrinkte lineare Abbildung %47 : L?([0,7]; U) — X

T
?/BTu::f T(t - s)Bu(s)ds (3.90)
0
fiir (A, B, —, -) innerhalb [0, 7] (0 < 7 < co) wird als Steuerbarkeitsabbildung bezeichnet.

Mit Hilfe dieser Definition kénnen nun die Begriffe exakte und approximative Steuerbarkeit anschaulich
erldutert werden.

5% (A, B, —,—) wird im Weiteren das System (3.86)—(3.88) mit C = D = 0 bezeichnen.
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Definition 3.13

Das System X(A, B, —, —) ist exakt steuerbar innerhalb [0, 7] (0 < T < co), falls jeder Punkt des Zustandsrau-
mes X von dessen Ursprung® x’ aus fiir ¢ = 7 erreicht werden kann, d.h. falls

ran%’ = X. (3.91)

Dies bedeutet, dass der Bildbereich von %7, ran®* = {ve X : v = %% u, u € L?([0,7];U)}, dem gesamten
Zustandsraum X entspricht. Somit existiert zu jedem x’ € X und jedem x; € X ein Eingang u € L2([0,7]; U) so,
dass X 3 v = B"u sich zu v = x; — T(7)x’ ergibt, woraus nach (3.89) x(t) = x; folgt.

Der folgende Satz zeigt jedoch, dass exakte Steuerbarkeit u.a. immer dann verloren geht, wenn endlich—
dimensionale 6rtlich—verteilte Stelleingriffe untersucht werden.

Satz 3.9

Sei A der infinitesimale Generator der Cy—Halbgruppe T'(¢) im Hilbertraum X. Falls der Eingangsoperator
B e £(C™, X) fiir endliches m € N, dann ist X(A, B, —, —) nicht exakt steuerbar fiir alle ¢ € [0, 7], T < co.

Beweis. Im Weiteren wird gezeigt, dass fiir alle 7 > 0 die Steuerbarkeitsabbildung 28" unter den Voraussetzungen
des Satzes einen kompakten Operator mit abgeschlossenem Bildbereich ran28* darstellt (siehe Appendix B.1.4),
was impliziert, dass ran%" endlich-dimensional sein muss (vgl. Curtain und Zwart, 1995, Lemma A.3.22g).
Hierzu ist es ausreichend den Fall m = 1 mit Bu = bu zu betrachten.

Seit; = %, i=0,1,..,N, NeNundsei Fy: L2([0,7]; U) — X der Operator definiert durch

N t;
Fyu:=) T(t;)b u(s)ds, beX.
i=1 fi-1
Da Fy beschrinkt und der Bildbereich ran F endlich-dimensional ist, folgt nach Lemma 3.1a, dass Fy kompakt
ist. Sei

T
Fyou :f T(s)bu(s)ds
0

und betrachte

N t;
| Entu— Foouillx = HZf [T~ T(t)blu(s)ds|
i=1Y1%i-1 X
N t
<Y | IT©b-T)blxlus)lds
i=1
N

ti-1

T
<)e f |u(s)lds, N hinreichend gross.
t

i=1 i-1

Die letzte Abschitzung ist eine direkte Konsequenz aus der Aquivalenz der starken Stetigkeit der Cy-Halbgruppe
T(¢t) (furjedes be X gilt | T(s)b— T (¢;) bl x — 0 fiir s — ¢;) und der Beschréanktheit von || T(¢)|| in jedem endli-
chen Teilintervall von [0,00) — siehe Curtain und Zwart, 1995, Satz 2.1.6. Mit der Hélderschen Ungleichung
o lus)v(s)lds < lullr o, vl Lago, . %+ Ll, =1) folgt, dass

IFnu—Fooulx <ellull2vVT,

wobei € — 0 fiir N — oo. Wegen der gleichméRigen Konvergenz stellt F,, einen kompakten Operator dar, woraus
direkt die Kompaktheit von % folgt. Fiir kompakte Operatoren gilt jedoch, dass ihr Bildbereich abgeschlossen
ist, wenn die Dimension des Bildbereichs endlich—-dimensional ist. Hinsichtlich Definition 3.13 bedeutet dies,
dass die notwendige Abgeschlossenheit von ran98” dessen endliche Dimension impliziert, weshalb exakte
Steuerbarkeit mit ran%* = X, dim X = oo nicht gegeben sein kann. O

6Aufgrund der Linearititseigenschaft kann 0.B.d.A. der Anfangsszustand xg in den Ursprung x’ des Zustandsraumes X transformiert
werden.
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Offensichtlich muss der Steuerbarkeitsbegriff abgeschwicht werden um aus praktischer Sicht realisierbare
Szenarien zu analysieren. Dies fithrt zum Begriff der approximativen Steuerbarkeit, die das generische Steuer-
barkeitskonzept fiir unendlich-dimensionale Systeme reprisentiert.

Definition 3.14

Das System X (A, B, —, —) ist approximativ steuerbar innerhalb [0, 7] (0 < T < co), falls es fiir beliebiges € > 0
moglich ist, vom Ursprung x' jeden Punkt des Zustandsraumes zum Zeitpunkt 7 bis auf eine Distanz € zu
erreichen, d.h.

ran%? = X, (3.92)

mit ran%8” dem Abschluss von ran%”.

Um diese Definition genauer zu erldutern (vgl. Russell, 1978), wird die milde Lésung (3.89) zum Zeitpunkt t =1
(0 < T < 00) betrachtet (xy wird redundant zu x’ verwendet)

S(x0,x(1)):=x(1) - T(1)x0 = B u0s.
Gilt nun (3.92), so existiert zu jedem € > 0 ein u,, so dass
I1B" u. — S(x0,x(1)) |l <e€.
Dies bedeutet, es existiert ein x, mit | x|| < € und der Eigenschaft
T(T)xg + B  u. = x(7) + X
so dass u. den Anfangszustand x, auf den Endzustand x(7) + x. mit Abstand € zu x(7) steuert.

Anmerkung 3.6

Fiir lineare endlich-dimensionale Systeme sind die Definitionen 3.13 und 3.14 dquivalent, da hier ran%* =
ran%’.

3.2.2 Beobachtbarkeitsbegriffe fiir lineare SVP

Dual zur Steuerbarkeit ist die Beobachtbarkeit (Russell, 1978; Curtain und Zwart, 1995). Auch hier existieren
vielfaltige Beobachtbarkeitsbegriffe, wobei im Folgenden nur die wichtigsten erldutert werden sollen. Es zeigt
sich wiederum, dass analog zur Steuerbarkeitsabbildung, der Begriff der Beobachtbarkeitsabbildung von
entscheidender Bedeutung ist. Hierzu soll die milde Losung (3.89) in Verbindung mit der Ausgangsgleichung
(3.88) betrachtet werden, wobei B = 0, D = 0 (autonomes System ohne Durchgriff) angenommen sei, d.h.

y() =CT(t)xp. (3.93)

Die Beobachtbarkeitsabbildung ergibt sich somit entsprechend der folgenden Definition

Definition 3.15
Die beschrinkte lineare Abbildung 67 : X — L?([0,7];Y)

€"x:=CT()x

fir 2(A, —, C,-) innerhalb [0, 7] (0 < T < co) wird als Beobachtbarkeitsabbildung bezeichnet.

Dies erlaubt in Analogie zum Steuerbarkeitsbegriff die Definition von exakter und approximativer Beobacht-
barkeit (Curtain und Zwart, 1995).
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Definition 3.16

Das System X(A,—,C, —)7 ist exakt beobachtbar innerhalb [0, 7] (0 < T < co), wenn der Anfangszustand
eindeutig und stetig aus der Kenntnis des Ausgangs in L?([0,7]; Y) bestimmt werden kann, d.h. €7 ist
injektiv mit beschrénkter Inverser in rané”.

Um diesen Begriff zu erldutern, miissen einige funktionalanalytische Grundbegriffe eingefiihrt werden.

Definition 3.17
Ein Operator A: 2(A) c X — Y zwischen linearen Rdumen X und Y ist invertierbar, wenn eine Abbildung
S:9(S):=ranA c Y — X existiert, so dass

SAx=x, x€9(A)

ASy=y, ycranA.

S = A~! wird algebraische Inverse von A genannt.

Lemma 3.4

Sei A ein linearer Operator von X nach Y. Dann gilt, A ist genau dann invertierbar, wenn A injektiv ist, d.h.
Ax =0 impliziert x = 0.

Exakte Beobachtbarkeit bedeutet somit, dass aus ¢ x = 0 unmittelbar x = 0 folgt bzw. aus €*x; = € xg
eindeutig x; = xy folgt (Zustinde sind eindeutig unterscheidbar). Beschrinktheit eines linearen Operators
impliziert dessen Stetigkeit (Curtain und Zwart, 1995, Theorem A.3.10).

Definition 3.18

Das System Z(A, —, C, —) ist approximativ beobachtbar innerhalb [0, 7] (0 < T < co), wenn der Anfangszu-
stand eindeutig aus der Kenntnis des Ausgangs in L?([0, 7]; Y) bestimmt werden kann, d.h.

ker€" ={0} ={xe X : €"x =0}. (3.94)

Diese Definition besagt, dass nur der Ursprung des Zustandsraumes auf 0 abgebildet wird, d.h. es existiert kein
x€ X\ {0} mit €*x=0.

Die Dualitdt von Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit wird durch das folgende Lemma illustriert (Curtain und
Zwart, 1995, Theorem 4.1.13)

Lemma 3.5

Sei Z(4, -, C,-) ein lineares System, dann gelten:

(i) System Z(A,—,C,-) ist genau dann approximativ beobachtbar innerhalb [0, 7] (0 < T < 00), wenn das
duale System X(A*,C*, —, —) approximativ steuerbar innerhalb der selben Zeitspanne ist.

(i) System X(A,—,C,-) ist genau dann exakt beobachtbar innerhalb [0, 7] (0 < T < co), wenn das duale
System X(A*,C*,—, —) exakt steuerbar innerhalb der selben Zeitspanne ist.

Anmerkung 3.7

Oftmals ist es leichter die Nicht-Beobachtbarkeit zu verifizieren. Sei x(-, ) = x(¢) = T(¢)xo mit T ()
der Cy—Halbgruppe zum infinitesimalen Generator A, dann gilt fiir den Vektor der MessgréRen y(t) =

CT(#)xp. Das System ist nicht beobachtbar, falls Zustédnde x(()l), x(()z) € X mit x(()l) # x(()z) so existieren, dass

C T(t)x(()n = CT(t)x(()Z) fiir t € [£y, £;]. Die Zustinde xf)l), xE)Z) sind in diesem Fall nicht unterscheidbar was
der Beobachtbarkeit widerspricht.

7S (A, —,C,—) wird im Weiteren das System (3.86)—(3.88) mit B = D = 0 bezeichnen.
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3.2.3 Nachweis approximativer Steuerbarkeit bzw. Beobachtbarkeit

Erwartungsgemal} ist der Nachweis exakter Steuerbarkeit bzw. exakter Beobachtbarkeit schwierig und oftmals
nicht méglich. Es zeigt sich jedoch, dass direkte (notwendige und hinreichende) Kriterien zum Nachweis von
approximativer Steuerbarkeit bzw. approximativer Beobachtbarkeit existieren. Nach Curtain und Zwart, 1995
konnen somit die approximativ bezeichneten Struktureigenschaften als generische Erweiterung der bekannten
Begriffe aus der endlich—dimensionalen Systemtheorie angesehen werden. Das folgende Theorem liefert einen
direkten Nachweis der approximativen Steuerbarkeit bzw. approximativen Beobachtbarkeit von Rieszschen
Spektral-Operatoren (Curtain und Zwart, 1995, S. 164).

Satz 3.10

Sei 2(A, B, C, —) ein lineares System mit Rieszschem Spektral-Operator A auf einem Hilbertraum X, d.h. es
existieren einfache Eigenwerte A, Eigenfunktionen ¢,,(z), adjungierte Eigenfunktionen v ,(z), n=1, so
dass Ax =3, An(x, ¥, ), . Des Weiteren seien B und C Operatoren der Form

Bu= f bu; b;eX (3.95)
i=1
Cx=[(x,c1),...,(x,ep)l’ ¢, xeX. (3.96)
Das System X (A, B, —, —) ist genau dann approximativ steuerbar, wenn fiir alle 7 € N
Rang((b1, W), ..., (b, ) = 1. (3.97)

Das System X (A, —, C, —) ist genau dann approximativ beobachtbar, wenn fiir alle n € N

Rang(<cly¢n>r---)(cpr(Pn)) =1 (398)

Eine anschauliche Begriindung fiir die Ergebnisse von Satz 3.10 wird im Folgenden aufgefiihrt.

¢ Nachweis approximativer Steuerbarkeit fiir ein Rieszsches System: Gemi§ den Voraussetzungen von
Satz 3.10 und den Ausfiihrungen in Abschnitt 3.1.3.4 folgt fiir das System

dx(1)
dr
x(0) = xp € 2(A),

=Ax(t) + Bu(t), t>0

dass

(3

n=1

(w20 & W) 00 W) = (B w,).
=Xn(1) = xu(1)

Aufgrund der Biorthonormalitét, d.h. (¢, ¥ ) = 0, ergibt sich unmittelbar

) (3.95) <&
n(0) = Anxn(0) = By, O2 Y by, yui(n), nen.
i=1

Anschaulich impliziert Steuerbarkeit, dass jeder Fourier—Koeffizient bzw. spektrale oder modale Zustand
X (2), neN durch mindestens ein u;(f) angesteuert wird, d.h.

Rang((b1,v,),...,{bm,¥,)) =1, VneN.

Fiir die obige Analyse muss vorausgesetzt werden, dass die Eigenwerte {1} ,en disjunkt sind. Im Fall von
Mehrfacheigenwerten sind weitere Analysen notwendig, wobei die Steuerbarkeitsaussage insbesondere
von der algebraischen bzw. geometrischen Vielfachheit der Eigenwerte abhéngig ist.

¢ Nachweis approximativer Beobachtbarkeit fiir ein Rieszsches System: Gemi3 den Voraussetzungen

3.2 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit
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von Satz 3.10 und den Ausfithrungen in Abschnitt 3.1.3.4 folgt fiir das System

dx(1)
dr
x(0) = x9 € 2(A),

= Ax(t) + Bu(t), >0

mit
y(1) = Cx(1), t=0,
dass
<(pn)cl>
x (3.96)
y=Cx=) (x,9,)Ch, =" Y (x,w,)
n=1 n=1
(P, cp)
—_——
=C,

Anschaulich impliziert Beobachtbarkeit, dass das Messsignal y(t) Information von allen spektralen bzw.
modalen Zustdnden {x, y,) beinhaltet, d.h.

Rang({c1,¢,)),...,{cp,P,)) = 1.

Systeme, die den Bedingungen von Satz (3.97) geniigen, werden oft auch als modal steuerbar bezeichnet,
d.h. jede Eigenmode kann gesteuert werden. Im Allgemeinen ist dies nicht dquivalent zur approximativen
Steuerbarkeit, dies gilt jedoch fiir Rieszsche Operatoren. Hierbei gibt es jedoch die Einschrankung, dass mo-
dale Steuerbarkeit nicht notwendigerweise dquivalent zur approximativen Steuerbarkeit innerhalb [0, 7] fiir
beliebiges 0 < 7 < oo ist. Ein Beispiel hierzu liefert die lineare Wellengleichung (Beispiel 3.14), die aufgrund
der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit eine minimale Steuerzeit erfordert. Des Weiteren miissen zum
Steuerbarkeits— bzw. Beobachtbarkeitsnachweis fiir Nicht-Rieszsche Operatoren andere Methoden angewen-
det werden (siehe Beispiel 3.15).

Beispiel 3.13 (Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitsnachweis fiir die lineare Warmeleitungsgleichung).
Fiir die in Abbildung 3.1 dargestellte Konfiguration

u(z, t) = b(z)u(t)

N

— x(z, 1)

v(t)

-

z
0 L

Abb. 3.1: Konfiguration des Warmeleiters.

ergeben sich die Gleichungen fiir die Temperaturentwicklung im einseitig ideal-isolierten Stab zu

0x(z,1) 3 0%x(z, 1)

5 - a Fr ax(z, t)+ b(z)u(t) ze(0,L), t>0 (3.99)
0x

x(0,8) = v(p), E(L’ =0 t>0 (3.100)

x(z,0) = x0(2) z€[0,L]. (3.101)

Mittels des in Beispiel 3.7 eingefiihrten Ansatzes zur Homogenisierung von RBn, kann obiges System in
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einem erweiterten Zustandsraum dargestellt werden. Im Folgenden werden (3.99)-(3.101) jedoch mittels des
Greenschen Satzes in die modale bzw. spektrale Darstellung iiberfiihrt. Dies entspricht im Wesentlichen der
abstrakten Betrachtungsweise im Sinne von Co—Halbgruppen und deren Generatoren.

Mit den Rieszschen Eigenschaften des selbst—-adjungierten Systemoperators

A &P x
X=a—s; —ax

dz?
nach Abschnitt 3.1.3.4 und der Einfiihrung spektraler bzw. modaler Zustdnde xi(t) = (x(z, 1),y (2)) im
Zustandsraum X = L2(0, L) ergibt sich die spektrale Darstellung von (3.99)-(3.101) zu

L
dx;t(t) =/1kxk(t)+f b(z)wk(z)dzu(t)+a%(0) v(t), >0, keN (3.102)
0 _Z,_,
= by = by

mit den Eigenwerten Ay = —[a(ZkZ—’1 %)2 + a] und den Eigenfunktionen v (z) = ¢r(z) = V2/L sin(%ﬂ%),
wobei (Yi(2),pm(2)) = Ok, m. Im Folgenden wird zundichst die modale bzw. approximative Steuerbarkeit des
Systems fiir den Fall des Randeingriffs bzw. ortlich-verteilten Eingriffes analysiert.

e Seien u(t) =0 und v(t) # 0 tEmph(Randeingriff): Offensichtlich vereinfacht sich (3.102) zu

dxy (1)
dt

2k—-1 n)

_ - 2
= ApXxr(t) + bv(t) mit bk=\/;a( 5 1)

Wegen Ay # A, fiir k # m und by, # 0 fiir alle k € N ist das System iiber den Rand modal bzw. approxi-
mativ steuerbar.

e Seien u(t) # 0 und v(t) = 0 (ortlich-verteilter Eingriff): In diesem Fall folgt aus (3.102), dass

dx (1)
dt

L
= A xp(t) + bru(t) mit bsz b(2Dyi(z)dz,
0

womit die Eigenschaft der modalen Steuerbarkeit direkt mit der geeigneten Wahl der Ortscharakteristik
des Eingriffs zusammenhdingt. Dieses Design—Problem soll im Weiteren anhand eines punktférmigen
Eingriffs, d.h. b(z) = 6(z—(), { € (0, L) untersucht werden. Wegen Ay # A, fiir k # m ist die Steuerbarkeit
des Systems genau dann gewdhrleistet, wenn by, = fOL 6(z—Qyr(Rdz=yr() = 2/Lsin(2kz—_ln%) #0
fiir alle k € N. Der Verlauf der Eigenfunktionen v (z) ist in Abbildung 3.2 dargestellt.

15

‘‘‘‘‘ k=3 "/M_\o‘ i ~el

b 02 04 06 08 1
z/IL

Abb. 3.2: Verlauf der Eigenfunktionen v (z) = \/2/Lsin(2kz—_1n%) firk=1,2,3und L=1.

Hieraus ist leicht ersichtlich, dass der Eingriffsort nicht mit einem Knoten der Eigenfunktionen zusam-
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menfallen darf. Somit muss gelten, dass

2k=1 ¢, L, 2m
2 L L 2k-1

gerade
" ungerade’

k,meN

bzw. dass (| L eine irrationale Zahl sein muss.

* Erreichbarkeit stationdrer Profile: Es sollte an dieser Stelle betont werden, dass der Nachweis der
Steuerbarkeit und die speziell fiir viele verteilt—parametrischen Systeme wichtige Aufgabenstellung des
Nachuweises der Einstellbarkeit bzw. Erreichbarkeit eines stationdiren Profils bzw. Arbeitspunktes ver-
schiedene, einander nicht dquivalente Fragestellungen sind. Beispielsweise ergibt sich fiir das betrachtete

Beispiel des Wiirmeleiters mit u(t) = 0 die stationdre Losung zu x4(z) = cosh(\/%[L —-zD/ cosh(\/%L) Us.
Die Variation von v € R liefert die Menge der iiber den Randeingriff erreichbaren stationdren Profile.
Exemplarisch zeigt Abbildung 3.3 einige der erreichbaren stationdiren Profile.

2
. — v =1
... S
Sel -m=Vv=l1
e s

15 -- Vg2
S 1
05\ i

0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z

Abb. 3.3: Durch Randeingriff v erreichbare stationére Profile x;(z) fiir va/a=1und L=1.

Wie in den allgemeinen Ausfiihrungen gezeigt wurde, erfolgt der Nachweis modaler bzw. approximativer
Beobachtbarkeit fiir Rieszsche Systeme direkt analog zum Steuerbarkeitsnachweis. Beispielsweise gilt im Fall
einer punktformigen Messung mit Ortscharakteristik c(z) = 6(z—{), { € (0, L), dass

/2 k-1
y(® = Z Xk (D) (Wi (2),c(2)) = Z X (1) s1n( ()
—_— L
_Wk(() —ka

Offensichtlich ist das System genau dann modal beobachtbar, wenn ci # 0 fiir alle k € N. Dieses Design~—
Problem zur geeigneten Wahl des Messortes { ist l0sbar, falls der Messort nicht mit einem Knoten der Eigen-
funktionen y.(z) zusammenfillt. Dies ist genau dann der Fall wenn

2p gerade
# = ’
ungerade

B~

k,peN,
2k-1 P
bzw. (| L eine irrationale Zahl ist. Ein Vergleich mit den obigen Ausfiihrungen illustriert die bekannte Dualitdit
zwischen Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit.

Beispiel 3.14 (Steuerbarkeits-/Beobachtbarkeitsnachweis fiir die lineare Wellengleichung). Im vorange-
gangenen Beispiel konnte anhand des Beispiels der linearen Wéirmeleitungsgleichung approximative Steu-
erbarkeit bzw. Beobachtbarkeit nachgewiesen werden, wobei sich keine Einschrinkung an die Steuerzeit t
gemdifs Definition 3.14 ergaben. Entsprechend der Ausfiihrungen in Kapitel 1 zur Charakterisierung von SVPn
sind jedoch fiir hyperbolische Systeme, wie die lineare Wellengleichung, abweichende Ergebnisse zu erwarten.
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Um diese zu illustrieren wird im Folgenden anhand der PDgl.

%x(z,1) 2 0%x(z, 1)

012 022 z€(0,0), t>0 (3.103)
mit RBn und ABn
Ox
x0.n=v®, —LDH=0, >0, (3.104)
0x
X(2,0)=x0(2),  =-(2,0)=x(2), ze 0,1, (3.105)

der Nachweis approximativer Steuerbarkeit bzw. Beobachtbarkeit mittels Methoden der so-genannten nicht—
harmonischen Fourier-Analyse erbracht (siehe z.B. Russell, 1967). Aufgrund der Rieszschen Eigenschaften des
Systemoperators kann direkt (z.B. mittels des Greenschen Satzes) die spektrale Darstellung von (3.103)—(3.105)
in der Form

2
T _ 2p e+ DL v, ken (8.106

dr —— dz

2 —
=—Hg = by
X (D(0) = xp0 = (%0(2), Wk (2) (8.107)
dxi. (1)

L2 0) = 1 = (01 (2, Y (), (5.108)

ermittelt werden. Die entsprechende Eigenwertaufgabe ist selbst—adjungiert mit orthonormalen Eigenfunktio-
neny(z) = ¢r(z) =v2/L sin(ZkT_lnf) und diskreten Eigenwerten Ay = —(% %)2, k € N. Die Gesamtlosung
kann somit leicht mittels Fourier-Synthese (vgl. (B.6)) ermittelt werden

[ee] X 00 b t
x(z,t) = Z [xk,o cos(uxt) + ﬂsin(pkt)]i//k(z) + Z wk(z)—kf sin(ug(t —1))v(r)drT. (3.109)
k=1 Bk k=1 Hi Jo

Die weitere Analyse betrifft die Analyse der Null-Steuerbarkeit. Es wird somit die Frage beantwortet, ob
unter der Voraussetzung, dass xo(z) # 0 und x1(z) # 0 gegeben sind eine Funktion v(t) und ein Zeitintervall
t=10,T], T >0 so existieren, dass x(z,T) =0 und g—f (2, T) =0 gelten.

Aus (3.109) folgt, dass

0=x(z,T)
=10y

A

-~

& XK1 . b [T .

= Yi(2) | xpocos(upT) + —sin(uiT) + — sin(u(T —1))v(r)dr
Z (2) (urT) : (urT) (e (T-1)v()d
k=1 Hi M Jo

)

=0

0=
Tar

=: P

~

s} T
= Z Vi (2) [—,ukxkyosin(ykT) +xk,1c0s(,ukT)+bkf0 cos(ui(T—1)v(r)dT]|.
k=1 N

=0

Offensichtlich stellen aj und By die Fourier—Koeffizienten der Eingangsfunktion v(t) dar. Des Weiteren
ergeben sich hieraus unmittelbar Gleichungen zur expliziten Bestimmung von oy und By fiir k € N. Dabei
miissen jedoch gewisse Existenzbedingungen erfiillt sein, deren Bestimmung der Gegenstand der folgenden
Ausfiihrungen ist. Mit

T T
ag =f sin(up (T —1))v(r)dr :f sin(ugt) V(T — 1) dt
0 0 ~——

= 0(1)
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und
T T
,Bsz cos(uk(T—r))v(T)drzf cos(uxt) v(T)dr
0 0

folgt somit wegen puy = 2k—1)nc/(2L), dass

T T
ag :f sin(kwt)v(t)dr, P :/ cos(kwt)v(t)dr
0 0

wobei kw = 2k —1)mc/ (2L). Ein Vergleich mit den Bestimmungsgleichungen der Koeffizienten einer Fourier—
Reihe liefert die Bedingung, dass
2nk 2k—-1 4kL 2L
L:szﬁ bzw. T=-————— — fiirk— oo.
T 2L (2k-1)c c
Dies zeigt, dass mindestens die Zeitspanne T = 2L/ ¢ zur eindeutigen Bestimmung eines Fourier-Koeffizienten
notwendig ist, weshalb T auch als Mindeststeuerzeit bezeichnet wird.

Zum Nachweis der approximativen Beobachtbarkeit wird die MessgrofSe gemdifs
L
y() =Cx(,t) mit Cx(-1) =[ c(2)x(z,t)dz (3.110)
0

definiert. Analog zu den Ausfiihrungen zu Beispiel 3.13 gilt auch hier aufgrund der Rieszschen Eigenschaf-
ten des Systems, dass modale bzw. approximative Beobachtbarkeit gewdihrleistet ist, falls ¢ = Cy () =
fOL c(2)yr(2)dz # 0 fiir alle k € N. Im Fall einer punktformigen Messung mit c(z) = 6(z - (), { € (0, L] folgt
ebenfalls, dass (| L eine irrationale Zahl sein muss. Dariiber hinaus zeigt die Anwendung von Methoden der
Fourier-Analyse, dass Beobachtbarkeit eine Mindestmesszeit erfordert.

oIt~

v

0 14 L =z

Abb. 3.4: Graphische Interpretation der Existenz einer Mindeststeuerzeit bzw. Mindestmesszeit anhand der Charakteris-
tiken fiir (3.103)-(3.105).

Hierzu wird analog zum Nachweis der Existenz einer Mindeststeuerzeit eine Fourier-Analyse angewandt. Mit
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v(t) =0 folgt aus (3.109), dass

o0

= Xk,1 . =
Y0 =x¢,0=Y [xkocos(uct) + —sintui) | (@) (3.111)
k=1

DallL eine irrationale Zahl ist folgt unmittelbar wegen der approximativen Beobachtbarkeit des Systems,
dass w(() #0 fiir alle k. Insbesondere ist y(t) wegen (3.111) eine periodische Funktion. Ein Vergleich mit dem
allgemeinen Ansatz einer Fourier-Reihe, d.h.

y(t)=Ap+ Z [Agcos(kwt) + By sin(kwt)],
k=1

liefert die Bedingungen
Ap=0
_rL
Ay = U’k(()fo X0 (DY (2)dz

7y rL
By = U/k—(()f x1(2)yi(2)dz
Kk Jo

mitkw =2kn/T = 2k —1)nc/(2L). Offensichtlich gilt fiir die Periodendauer

4kL 2L

T:——)— 'l k—> y
k-1)c c fiir *

weshalb sich die Mindestmesszeit zu Ty, = 2L/ c ergibt.

Eine graphische Interpretation liefert Abbildung 3.4. Wie in Kapitel 1.2 gezeigt erfolgt die Ausbreitung von x(z, t)
entlang der Charakteristiken des Systems. Offensichtlich erfordern die Struktureigenschaften Steuerbarkeit und
Beobachtbarkeit, dass in der (z, t)-Ebene der Eingriffsort von v(t) und der Messort fiir y(t) alle Charakteristiken
jeweils mindestens zweimal schneiden miissen.

Anmerkung 3.8

Offensichtlich ist die Eigenschaft einer Mindestmess— bzw. Mindeststeuerzeit charakteristisch fiir hy-
perbolische SVPn durch die hier auftretende endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit von Signalen. Diese
Eigenschaft gilt in dhnlicher Weise auch fiir gewisse Klassen nichtlinearer hyperbolischer SVPn, wobei die
entsprechenden Nachweise einen deutlich groleren mathematischen Aufwand erfordern.

Anmerkung 3.9

Das betrachtete Beispiel der linearen Wellengleichung ist exakt steuerbar ohne Mindeststeuerzeit falls
anstelle des Randeingriffs an z = 0 ein 6rtlich—verteilter unendlich-dimensionaler Eingang u(z, t) in der
PDgl. (3.103) angenommen wird.

Beispiel 3.15 (Beobachtbarkeitsnachweis fiir ein Stromungssystem). Fiir Nicht—Rieszsche Systeme wird
sowohl der Steuerbarkeits— als auch der Beobachtbarkeitsnachweis erschwert, da kein modaler Nachweis
mittels Satz 3.10 erfolgen kann. Im Folgenden wird anhand des in Abbildung 3.5 gezeigten Beispiels eines von
einem inkompressiblen Medium durchstrémten Rohres gezeigt, wie der Messort geeignet zu wéihlen ist, um
Beobachtbarkeit zu gewdihrleisten.
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u(t)

x(z,t)

F YYYVYVYVYYVYY

:

Abb. 3.5: Konfiguration des Stromungssystems.

Das System wird hierbei durch

0x(z, 1) 0x(z,t)
+ =0

ot v 0z
x(0,1) = u(r)
x(z,0) = xo(2)
y(@) =x({, 1)

y(@)

z€(0,L), t>0
>0

z€[0,L]
Cel0,L), =0

(3.112)

(3.113)
(3.114)

(3.115)

beschrieben. Die axiale Stromungs-Geschwindigkeit v wird als konstant angenommen. Die Messung soll an

der Stelle{ € [0, L] erfolgen.

Mittels der Laplace-Transformation oder der Charakteristiken—Methode kann leicht die Losung der PDgl.
ermittelt werden. Die letztere Methode (abgeleitet aus der Klassifikation von PDgln. in Abschnitt 1.2) nutzt

dabei die Information, dass die Ausbreitung entlang der Charakteristiken erfolgt, die sich hier zu

dt 1 1
—=— bzw. t—1ty=—(z2—z9)
dz v v

ergeben. Diese sind untenstehend dargestellt.
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Im Fall u(t) = 0 ergibt sich somit die Lésung zu
Xx(z,t) =x9(z—vH)o(z—vi).

Zur Beobachtbarkeitsanalyse wird die Ausgangs— bzw. Messgrife entsprechend y(t) = x(, t) = xo({ — vt)o ({ —
vt) gewdihlt mit { € [0,L]. Wie obenstehend eingefiihrt bedingt die Eigenschaft der Beobachtbarkeit, dass
sich aus der Kenntnis der Ausgangsgrofse y (1), t € (0, Ty, die Anfangsbedingung xy(z), z € [0, L] stetig und in
eindeutiger Weise rekonstruieren ldsst. Um dies zu analysieren wird die Substitution

- (-2
z=(-vt = t=(—
v

in die Gleichung der Ausgangsgrofse eingesetzt, d.h.

(-2
}’(T) = x0(2)0(2) = x0(2),

wobei sich die letzte Gleichung aus der Eigenschaft, dass z = 0 ergibt. Die Rekonstruktion des Anfangsprofils
aus der Messgrofse erfordert insbesondere die Bestimmung von xo(L). Hierzu wird zundichst der Messort zu
{ = L—e mite = 0 gewdhlt. Somit ergibt sich aus der obigen Gleichung

xo@ =y(-).
v
Da —elv <0 fiire > 0 erfordert in diesem Fall die Bestimmung von x(L) die Kenntnis von y(t) fiir t <0 was

einer a-Kausalitdit entspricht. Offensichtlich kann die Kausalitiit nur dann hergestellt werden wenn e = 0 bzw.
( = L. In diesem Fall ergeben sich

L
x0(0) = y(;), xo(L) = y(0),

wobei die erste Gleichung wiederum die Existenz bzw. Notwendigkeit einer Mindestmesszeit Ty, = L/ v illus-
triert.

Beispiel 3.16 (Steuerbarkeitsnachweis fiir eine ortlich 2-dimensionale Wiarmeleitungsgleichung). Im
Folgenden wird die Steuerbarkeit fiir den Aufheizvorgang der in Abbildung 3.6 illustrierten Platte analysiert.

(0,0

> / . 2

21 Temperatur x(z1, z2, t)

Eingriff
v(z1,1)

Q=(0,Ly) x (0, L)

(L1,L2)
Abb. 3.6: Konfiguration des 2—-dimensionalen Warmeleiters.

Fiir dieses Beispiel fiihrt eine Energiebilanzierung auf die 2-dimensionale Wéiirmeleitungsgleichung

dox 0°x 0°x _

—— = 4+ = =Ax ,22)€EQ, t>0 3.116
ot o022 02 (@1, 22) G116
x(0,22,8) =0=x(L1, 22, 1) 22€[0,L,], t>0 (3.117)
x(21,0,1) = v(z1, 1), x(z1,L2,8) =0 z1€[0,L1], t>0 (3.118)
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x(zly'ZZr 0) = x()(Z],Zz) z€Q. (3].].9)

Die zugehdrige Eigenwertaufgabe ist selbst-adjungiert

Ay =y (z1,22) €Q
v(0,22) =0=wy(L,22) 2 € [0, Lp]
¥(z1,0)=0=vy(z1,L2) =0 21 €10, Lq]

mit Eigenwerten Ay, und Eigenfunktionen ¢y 1(z1,z2) = Yk 1(21, z2) entsprechend

k l
—_22 | = -
Mg = [(L1)+(Lz) (3120
(z1,22) = z sin(knz)sin(lnz) (3.121)
Vi,i(21,22) = I.L o 1 In 2 .

mit k, 1 € N. Somit kann das System (3.116)—(3.119) mittels des Greenschen Satzes in die spektrale Darstellung
mit xy 1 (£) 1= fOLl fOL2 x(21, 22, DW, (21, 22)dzpd z) Tiberfiihrt werden

d t Lig
x’;;( ) =/1,c,,xk,,(t)+f (;/Jk'l(zl,O)v(zl,t)dzl £>0 (3.122)
0 29
X100 =x7, k, IeN. (3.123)

Alternativ kdnnen die Gleichungen (3.116)—(3.119) anhand des in Beispiel 3.7 illustrierten Ansatzes zur
Homogenisierung von RBn, in einem erweiterten Zustandsraum dargestellt werden.

Im Folgenden wird die modale bzw. approximative Steuerbarkeit in Abhdngigkeit der Art des Eingriffs unter-
sucht:

e grtlich kontinuierlicher Eingriff bzgl. z1, d.h. v(z1, 1) # b(2) v(t)

e ortsdiskreter Eingriff, d.h. v(z;, t) = b(z1) v(t)

Hierzu muss jedoch zundichst das Punktspektrum, also die Menge der Eigenwerte des Systemoperators unter-
sucht werden. Offensichtlich gilt fiir mehrfache Eigenwerte, dass

kY2 (1) (m\ (n)? K2-m2\* (L;)?

A =2 <S> | — | +|— =|— +|— o | — == .
ot = (Ll) (Lz) (Ll) (Lz) (nz_lz) (Lz)
Es ist leicht ersichtlich, dass fiir ein rationales Lédngenverhdltnis, d.h. L1/L, € Q, mehrfache Eigenwerte
auftreten kinnen. Als Beispiel sei Ly = L, = L betrachtet, woraus sich Ar,; = —(F)*(k*+1?) = Ay k, k, | € N ergibt.
Des Weiteren ist zu beachten, dass aus Ay,; = Ay, nicht notwendigerweise Wi, =W m,, folgt. ImFall Ly = 2L,
gilt beispielsweise, dass A4, = A2 aberyy ~ sin(Z’Z1 ) sin(”L—Z;) wéhrend y,» ~ sin(”L—z‘) sin(ZJZ2 ). Ausgehend
von diesen Ergebnissen zum Punktspektrum und den entsprechenden Eigenfunktionen erfolgt die modale bzw.
approximative Steuerbarkeitsanalyse anhand der modalen bzw. spektralen Darstellung (3.122), womit sich
mit (3.121) das System von Dgln.

: =7 t — in(kmr— ,0d t>0, k,leN. 3.124
PT: k,lxk,l()+m(L2)f0 Sln( nLl)v(zl Ydzy t> € ( )
—_—
:a{l
ergibt.

* Sei v(zy,t) ortlich kontinuierlicher Eingriff: Mit vi(t) := fOL1 sin(kn%) v(z1,t)dz) kann (3.124) bzgl.
des Indexes k in Teilsysteme X, k € N geordnet werden

dxy,(1)
dt

= /hylxl,l +avi(t), leN
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dx,(1)

29 =Ao X0 +a;va(t), leN
2 di 2,1%2,1 + a1V2(1)

dxy, (1)
2kt ar = A Xp ) +ave(t), 1eN

Insbesondere wird jedes Teilsystem X, k € N durch einen separaten modalen Anteil vi.(t) des Eingriffs
v(z1, t) angesteuert. Des Weiteren sind die Eigenwerte Ai,; in jedem Teilsystem X disjunkt (im Allgemei-
nen jedoch nicht tiber alle Teilsysteme hinweg). Da a; # 0 fiir alle | € N ist jedes Teilsystem X modal
bzw. approximativ steuerbar, woraus die approximative Steuerbarkeit des Gesamtsystems folgt.

e Seiv(zy, 1) = b(z1)v(t) ortlich diskreter Eingriff: Mit B := fOLl sin(kn%)b(zl)dzl folgt aus (3.124),
dass
dxy, (1)
dt

:)Lk,lxk,l(t)+al,6kv(t), k,leN. (3.125)

Entsprechend der obigen Analyse des Punktspektrums miissen zum Nachweis der Steuerbarkeit die
beiden Fille L1/L, € Q bzw. L1/ L, ¢ Q getrennt untersucht werden.

- SeiLy/Ly € Q: Somitexistieren k,l,m,n €N, k # m, | # n mit Ax,; = A, . Hieraus folgt aus (3.125),

dass
dxi (1)
Z; =g 1 X, 1 (8) + a1 Brv(2)
Axm n(t)
% = A'k,lxm,n(t) +ap (L),

womit ein nicht—steuerbares Teilsystem identifiziert ist. Das System ist fiir L1/ L, € Q also nicht
modal bzw. approximativ steuerbar.

- SeiLy/Ly ¢ Q: In diesem Fall ist das Punktspektrum disjunkt. Wegen a; = a,, & I = k ist das System
genau dann modal bzw. approximativ steuerbar, falls By # 0 fiir alle k € N.

Zusammenfassend ergibt sich aus diesem Beispiel:
* Ortlich mehr-dimensionale Probleme kénnen mehrfache Eigenwerte aufweisen, die zum Verlust der
Steuerbarkeit fithren konnen.

* Eine genaue Analyse der Steuerbarkeitsaufgabe fiihrt fiir die betrachtete beheizte Platte zum Ergebnis,
dass nicht jedes Endprofil x(z;, z2, T) erreichbar ist (zugehdorige Bedingungen sind jedoch nur hinreichend
und nicht notwendig).

Aufgrund der Dualitdt zwischen Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit treten dhnlich geartete Probleme ebenfalls
beim Beobachtbarkeitsnachweis auf.

3.2 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit
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3.3 Einfiihrung in die Stabilitéitstheorie von SVPn

Die Untersuchung der Stabilitéit eines dynamischen Systems stellt eine der wichtigsten Fragestellungen der
Systemtheorie dar. Aus Sicht der Regelungstechnik umfasst dies ebenfalls die Frage der Stabilisierbarkeit, also
der gezielten Beeinflussung der Stabilitidtseigenschaften eines gegebenen Systems. Im Folgenden wird eine
Einfiihrung in die grundlegenden Konzepte anhand der abstrakten Darstellung eines autonomen Systems

dx(1)
dt

=Ax(f), t>0, x(0)=x0€9(A) (3.126)

mit Operator A € 2(A) c X in einem Hilbertraum X gegeben. Hierbei sei A infinitesimaler Generator einer
Co—Halbgruppe T (1), so dass x(¢) = T(#)xy.

Zur Motivation und Illustration der Stabilitdtstheorie verteilt—-parametrischer Systeme sei jedoch zunichst ein
endlich—-dimensionales lineares System

X0 _ aen, >0
dr '
x(0) =xp

mit A € R"*" betrachtet. Die Losung ergibt sich hierbei zu x(¢) = e’ x¢. Bekannterweise sind in diesem Fall die
folgenden Stabilitdtsaussagen dquivalent:
(i) x(r)ist asymptotisch stabil
(i) x(r)ist exponentiell stabil
(iii) alle Eigenwerte von A liegen in der linken komplexen Halbebene
(iv) fiiralle peN, p=1und f, = 0 gilt f;;o lx(O)1Pdt < oo
(v) die Transitionsmatrix T(f) = e ist exponentiell stabil, d.h. 3M, w > 0 so, dass | T(2)| < Me™*! wobei
| T(t)|l die Operatornorm von T'(t) darstellt.
Es ist hierbei insbesondere zu betonen, dass fiir SVPn die Aussagen (i)—(v) im Allgemeinen nicht dquivalent

sind. Dies wird in den weiteren Abschnitten noch genauer dargestellt werden.

Ausgehend von den funktionalanalytischen Grundlagen ist im unendlich—-dimensionalen Fall jedoch leicht
einsichtig, dass die Charakterisierung der Stabilitit eines verteilt—-parametrischen Systems direkt iiber die
Losung, d.h. anhand der vom Systemoperator A aus (3.126) generierten Cy—Halbgruppe T (), moglich ist. Da
jedoch T'(#) oftmals nicht ermittelt werden kann, ist man bestrebt, die Stabilitdt des Systems direkt anhand des
infinitesimalen Generators A zu analysieren.

3.3.1 Stabilitit von Cy—Halbgruppen

Anhand der Struktur einer Cy—Halbgruppe T'(¢) kénnen verschiedene in der Literatur betrachtete Stabilitédtsbe-
griffe verdeutlicht werden (siehe z.B. Luo u. a., 1999, Kapitel 3), wobei insbesondere die der asymptotischen
und der exponentiellen Stabilitdt nachfolgend von Interesse sein werden.

Definition 3.19
Die Cy—Halbgruppe T'(¢) heil3t

e ,schwach stabil” (weakly stable), falls Vx;, xo € X, (x1, T(#)x2)x — 0 fiir t — o0
e ,stark stabil” (strongly stable), falls Vx e X, T(f)x — 0 fiir t — oo

e asymptotisch stabil, falls fiir alle x € X, | T(#)x|| x — 0 fiir t — oo
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¢ exponentiell stabil, falls M, a > 0 existieren, so dass
1T <Me * fiirt=0. (3.127)

Die Konstante a wird als Abklingrate und das Supremum {iiber alle méglichen a wird als Stabilitéts-
reserve bezeichnet.

Es sei hierbei beachtet, dass || T'(#) || die Operator-Norm bezeichnet (siehe Appendix B.1.5). Offensichtlich hingt

der Stabilitdtsbegriff fiir unendlich-dimensionale Systeme von der Norm || - || x im gewé&hlten Zustandsraum X

ab. Dies bedeutet, dass abweichend zu den Ergebnissen fiir SKPn im verteilt—-parametrischen Fall gilt, dass die

Stabilit:it bzgl. einer Norm nicht die Stabilitiit bzgl. einer anderen Norm impliziert®.

Die beim Stabilitdtsnachweis fiir unendlich-dimensionale Systeme auftretenden Schwierigkeiten werden im
Folgenden anhand zweier Beispiele illustriert.

Beispiel 3.17 (Linearer Operator in 12 (Luo u. a., 1999)). Sei X = I? der Hilbertraum der quadratisch sum-

mierbaren Folgen und sei

t/2

T(Hx=(e'x1,e"%xy,....e " "x,,..), t=0

fiir alle x = (x1,x,...,Xn,...) € X. Der Operator T(t) : X — X erfiillt offensichtlich die Bedingungen von
Definition 3.1 und stellt somit eine Co—Halbgruppe auf X dar. Fiir alle x € X gilt

o0
ITHxI% =Y e2/"x%2 -0 fiir t—oo.
n=1
Gemdifs Satz 3.19 ist T (t) somit asymptotisch stabil. Andererseits gilt fiir jedes t € [0,00), dass

0 3
IT®I= sup [T®Hxlx= sup (Z e‘zr/”xi) = lim e " =1.
xeX, Ixlx=1 xeX, lxlx=1\n=1 n—oo

Die vorletzte Gleichung folgt dabei unmittelbar aus dem minimalen Abklingverhalten der Ausdrucks exp(—2t/n)
fiir t = 0, das sich fiir n — oo einstellt und da fiir jedes x € X mit || x| x =1 gilt, dass |x,| < 1,Vn € N. Die
Halbgruppe T(t) ist folglich nicht exponentiell stabil, womit gezeigt ist, dass fiir unendlich-dimensionale
Systeme asymptotische Stabilitdit nicht exponentielle Stabilitdit impliziert.

Beispiel 3.18 (Shift-Halbgruppe (Curtain und Zwart, 1995; Luo u. a., 1999)). In Abschnitt B.4.2 wurde die

so genannte Shift-Halbgruppe als Beispiel eines Nicht—Rieszschen Operators eingefiihrt. Im Folgenden soll
gezeigt werden, dass

T x(z) =x(t+2), V=0 (3.128)

inX = X;nLP([0,00)) mitX; = {x(z) € L' ([0,00)) | |x]1 = fooo e”|x(2)|d z < oo} eine kontrahierende Cy—Halbgruppe

mit | T(t)|| = 1 darstellt, wobei das Spektrum o (A) des infinitesimalen Generators von T(t), d.h.
. dx
Ax=—=, D)= {x € 1P (0,00): x abs. stetig, — € Lp(O,oo)}, (3.129)

vollstindig in der linken komplexen Halbebene liegt. Mit der Norm

lxllx = Xl p 0,000 + 1 X1

wird X zum Banach—Raum.

8Dies stellt eine direkte Analogie zu den Ergebnissen in Kapitel 3.1 dar. Dort wurde gezeigt, dass fiir SVPn die Wahl eines geeigneten
Zustandsraumes (mit entsprechender Norm) bzw. geeigneter Zustédnde direkt mit der Wohl-Definiertheit eines Problems im Sinne von
Hadamard verkniipft ist.
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e T(t): X — X ist kontrahierend: Es gilt, dass

IIT(t)xIIX:(f |x(t+z)|pdz)p+f e\x(t+2)|dz
0 0

l o0
neLrE (f Ix(n)l’”dn)p +e‘tf e'llx(n)ldn
t t

= 1xlizr(o,000 + 1xh = Xl x,

woraus direkt

ITMxlx _

1T =
x€X,x#0 llxll x

folgt. Nach Definition 3.2 ist T (t) somit eine Co—Halbgruppe von Kontraktionen.

e |T(0)|| = 1: Betrachte die Funktion x. € X mit

1, ze[tt+e€P],
Xe(2) =
0, sonst,

unde >0. Es gilt || x| x =€+ el (e = 1), womit wegen | T(Dxellx =€+ e’ — 1 folgt, dass

4

e+et -1
I T(8)xell x = c

—————— %l x.
tel(e’ —1) ¢

Fiire | 0 fiihrt die Anwendung der 'Hospitalschen Regel auf | T (t)x¢ |l x /|l xell x = 1 womit sich ergibt,
dasssupxex,x;é0 IT(Hxllx/lxllx = 1. Folglich gilt | T ()|l = 1.

* Spektrum o (A) des infinitesimalen Generators: Wie in Definition 3.7 gezeigt, kann das Spektrum o (A)
des Generators A direkt aus der Resolventenmenge p(A) gemdifs o(A) = C\ p(A) bestimmt werden. Mit
(3.128) und (3.129) ergibt sich die Resolvente fiir alle A € p(A) zu®

R(A, A)x = (/lI—A)_lxzf

o0 o0
e‘“T(t)xdt:f e Mx(t+z)dr
0 0

n=t+z

= f e_’w’_z)x(n)dn::g(z).
Z

Insbesondere gilt x = Ag — Ag. Im Weiteren soll die Frage beantwortet werden, fiir welche A € C auch
g(z) € X folgt. Hierzu werden zwei Teilbereiche, d.h. R{A} = 0 und R{A} € (—1,0) untersucht.

- SeiR{A} = 0. Dann gilt unmittelbar, dass

o0 o0
Az -An R{A}z -R{Aln
gl <le |fz e x(ldn < e f e \x(pldn %)

z
— e—(?R{lHl)nen

o0
< e_zf ellxmldn < e ?|xl;.
Z

Hieraus kann leicht gezeigt werden, dass || gl Lr ((0,00)) < 00. Der Nachweis, dass auch |g|, < oo folgt
nach einigen Umformungen aus

o0 o0 (o0)
f lg(2)ldz (;)[ f eRWEDE | () dnd 2 (% %)
0 0 z
oo n
=f0 e"lx(ﬂ)l(fo eRMHDE=M g 21 g (% % %)
<1 | x|
TRA 1Y

Hierbei ergibt sich (x % x) aus (%) durch Vertauschung der Integrationreihenfolge.
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- Sei nunR{A} € (-1,0). Dann folgt in analoger Weise, dass

gl = ™M x|y,
womit entsprechend den obigen Ausfiihrungen leicht || gl Lr ([0,00)) < 00 Sowie |gl1 < |x]1/(R{A} +1)
gezeigt werden kann.

Da g(z) die Resolvente angewandt auf x € X beschreibt, ergibt sich fiir Resolventenmenge, dass
{LeCIR{A > -1} c p(A).

Fiir das Spektrum von A folgt somit direkt o (A) c {A € C| R{A} < —1}. Zusammenfassend wurde somit
gezeigt, dass das Spektrum des Generators A vollstindig in der linken komplexen Halbebene liegt
wéhrend || T (¢)| = 1. Offensichtlich kann fiir unendlich-dimensionale Systeme im Allgemeinen aus dem
Spektrum des Systemoperators nicht auf die exponentielle Stabilitdit des Systems geschlossen werden.

3.3.2 Exponentielle Stabilitit und die ,,spectrum determined growth assumption”

Wie im vorangegangenen Abschnitt beispielhaft gezeigt wurde, kann fiir Cyp—Halbgruppen 7 (¢) in Hilbertrdumen
mit || T(#)|| £ Me®! und Generator A aus dem Spektrum o (A) im Allgemeinen nicht auf die Wachstumsgrenze w
und somit auf exponentielle Stabilitdt der Halbgruppe geschlossen werden. Es sei hierbei bemerkt, dass sich fiir
jede Cp—Halbgruppe T'(¢) die so genannte Wachstumsgrenze der Halbgruppe gemaR

_ inflogIIT(t)ll - lim log I T(D)]

wo € [—00,00)
>0 t f—00 t 0 !

ermitteln ldsst. Insbesondere existiert fiir jedes w > w eine Konstante M, = M(w), so dass || T(2)| < Mye®’
erfiillt ist. Dies ist eine Konsequenz des Hille-Yoshida Theorems. Des Weiteren kann gezeigt werden, dass die
Ungleichung

sup R{A} <wp (3.130)
Aeo(4)

allgemein giiltig ist, wobei fiir endlich—-dimensionale lineare Systeme direkt Gleichheit folgt. Wie in obigem
Beispiel dargestellt wurde, gilt Gleichheit im Allgemeinen nicht fiir unendlich-dimensionale Systeme. Die so
genannte ,,spectrum determined growth assumption” bzw. ,,spectrum determined growth condition” ist
erfiillt, wenn Gleichheit in (3.130) herrscht, d.h.

sup R{A} = wp. (3.131)
Aeo(A)

Am Beispiel der Shift-Halbgruppe wurde u.a. das Spektrum o (A) des Operators A nicht direkt ermittelt, sondern
durch die Bestimmung der Resolventenmenge p(A) zusammen mit der Eigenschaft, dass o(A) = C\ p(A). Dies
unterstreicht die Bedeutung der Resolvente R(A, A), deren Wichtigkeit insbesondere im Hille-Yoshida Theorem
zur Charakterisierung kontrahierender Cy—Halbgruppen zum Ausdruck kommt. Da die Resolvente, wie gezeigt
wurde, der Laplace-Transformierten der Halbgruppe T(¢) entspricht, folgt mit den bekannten Existenzkriterien
der Laplace-Transformation direkt, dass fiir T(¢) mit || T(#)| < Me®! und w < 0, die gesamte rechte komplexe

Halbebene Eg = {1 e C|R{A} = 0} in der Resolventenmenge enthalten ist. Dies fithrt zu folgendem Satz.

Satz 3.11

Sei A der infinitesimale Generator einer Co—Halbgruppe T(¢) im Hilbertraum X. T'(¢) ist genau dann
exponentiell stabil, falls R(s, A) € Hyo (£ (X)) erfiillt ist mit

Hoo(L(X)) := {G :Cy — £ (X)| G holomorph und ms{%po G < oo}.
S>

Hierin bezeichnet £ (X) die Menge aller beschrankten linearen Operatoren von X nach X. Der Nachweis dieser

Wwie gezeigt entspricht R(A, A) der Laplace-Transformierten der Cy—Halbgruppe T'(¢), d.h. R(A, A) = (A — A)_1 = fé’o T(t)e_’“ dt mit
RA}>wda | T(@)] < Me®t.

3.3 Einfiihrung in die Stabilit4tstheorie von SVPn
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notwendigen und hinreichenden Bedingung ist in Curtain und Zwart, 1995, S. 222f zu finden, wobei die folgende
Zeitbereichsbedingung fiir exponentielle Stabilitdt angewendet wird (Curtain und Zwart, 1995).

Lemma 3.6

Sei A der infinitesimale Generator einer Cy—Halbgruppe T'(¢) im Hilbertraum X. T'(f) ist genau dann
exponentiell stabil, wenn fiir jedes x € X eine positive Konstante y < co existiert, so dass

o0
fo IT(0)x15dt < yx. (3.132)

Es stellt sich somit die Frage, fiir welche infinitesimalen Generatoren A bzw. Halbgruppen 7T'(#) direkt auf (3.131)
geschlossen werden kann. Curtain und Zwart, 1995 liefern hierzu die folgende Charakterisierung.

Satz 3.12

Sei A der infinitesimale Generator einer Co—Halbgruppe 7T'(¢) in einem Hilbertraum X und sei

wg = sup R{A}. (3.133)
Aea(A)

T (t) erfiillt genau dann die ,spectrum determined growth assumption”, wenn fiir alle w > w,; gilt, dass
(s+w) - A € Ho(L(X)).

Beweis. Der Beweis dieses Satzes ist leicht ausfiihrbar.

¢ Richtung ”=": Es wird angenommen, dass 7' () die ,spectrum determined growth assumption” erfiillt, d.h.
Wy = wy. Wegen | T(1)|| < Mge®! ist T(f) = e~ ! T(¢) fiir alle w > w, exponentiell stabil. Der Generator A
von T(#) ergibt sich gemiR (3.49) zu A = —wI + A. Mit Satz 3.11 folgt somit unmittelbar, dass (sI — A)~! =
(s+w)[— A7 € Hyo(L(X)).

* Richtung”<": Sei 0 = w,. Somit folgt aus Satz 3.11, dass ((s+w)I— A) ™! = (sT— (—~wI+ A))"! € Hyo (L (X))
weshalb —wI + A infinitesimaler Generator einer exponentiell stabilen Cy—Halbgruppe T'(t) = e"®* T(¢) ist.
Die Wachstumsgrenze wq von T(¢) ist sicher kleiner als w, was fiir alle w = w, gilt. Folglich ist wy < ws. Da
nach (3.130) jedoch allgemein w, < wy gilt, ergibt sich wy = w,, weshalb T'(¢) die ,spectrum determined
growth assumption” erfiillt.

O

Insbesondere kann unmittelbar gezeigt werden, dass alle Rieszschen Systeme die Bedingungen von Satz 3.12
erfiillen. Fiir Rieszsche Operatoren A = Z‘,’f:l AnlWn) x¢n kann die Resolvente entsprechend (3.83) direkt
angegeben werden

S 1

R(s,A)=(sI-A)' =
n;l $=An

<'r1//n>X(pn; Vse p(A)

Des Weiteren weist A ein reines Punktspektrum auf, d.h. 0 (A) = 0, (A), woraus w, = sup . R{A,} folgt. Fiir
alle w > wy ist somit einsichtig, dass R(s + w, A) in der gesamten Halbebene Cg beschrankt und holomorph ist.
Diese Ergebnisse konnen weiter verallgemeinert werden. In Luo u. a., 1999 wird gezeigt, dass alle kompakten
Co—Halbgruppen bzw. alle Cy-Halbgruppen mit reinem Punktspektrum die ,spectrum determined growth
assumption” erfiillen. Hieraus kénnen Moglichkeiten zum Nachweis exponentieller Stabilitdt abgeleitet werden,
wobei die Resolvente des Generators A analysiert werden muss.

Satz 3.13

Sei T'(t) eine Cyp—Halbgruppe in einem Hilbertraum X mit infinitesimalem Generator A. T(?) ist genau
dann exponentiell stabil, wenn {A € C| R{A} = 0} c p(A) und

IRA, A)ll =M

fiir alle A mit R{A} = 0 und Konstante M > 0.
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Dies fiihrt auf den so genannten Frequenzbereichs-Test zum Nachweis der exponentiellen Stabilitdt von
Co—Halbgruppen in Hilbertriumen (Luo u. a., 1999, S. 139/140).

Korollar 3.2. Sei T'(¢) eine gleichmdifSig beschrénkte Co—Halbgruppe in einem Hilbertraum X mit infinitesimalen
Generator A. T(t) ist genau dann exponentiell stabil, wenn iR c p(A) und

My :=sup||R(T, A)|l < oo.

TeR

Dieser Ansatz bietet eine effiziente Methode zum Stabilitdtsnachweis und wird im Weiteren auf die Klasse der
Rieszschen Operatoren angewandt. Vorab wird jedoch zunichst beispielhaft die Bestimmung der Resolvente
anhand des Modells eines linearen Warmeleitungssystems illustriert.

Beispiel 3.19 (Bestimmung der Resolvente fiir ein lineares Warmeleitungssystem). Die Temperaturvertei-
lung x(z, t) in einem Stab gehorcht bekannterweise den Gleichungen

0x(z,1) _ 0°x(z,1)

3 52 z€(0,1), >0
x(0,1) =x(1,£) =0, >0
x(z,0) = xo(2), ze[0,1].

Die Resolvente, d.h. die Laplace-Transformierte der entsprechenden Co—Halbgruppe, kann hierbei auf zwei
Arten ermittelt werden:

* Anwendung Laplace-Transformation und Methode der Greenschen Funktion: Sei X (z, s) die Laplace-
Transformierte von x(z, t), so ergibt sich aus der PDgl., den Rand- und Anfangsbedingungen die Rand-
wertaufgabe

& X(z,s)
dz?
X(0,s) = X(1,s) = 0.

-5X(z,8) =—xp(2) z€(0,1)

Im Weiteren bezeichnet g(z,(, s) die Greensche Funktion, die eine Inversion des Differenzialoperators

ermoglicht
! ! X,
- [ Gt = [ G o - sx9)a
0 0 d¢
~ dX((,s) 0G(z,(,s) =1 r16%G(z,(, )
—[G(z,(,S) X o X((,S)]{=0+f (a—ﬂ—sG(z,C,S))X(C.S)dl,
=G(z,1,5) %‘ (1,5)-G(z,0,s) %(o,s) L50¢-2)
Ly L
bzw.

1
X(z,8) = —fo G(z,{,8)x0()dl = R(s, A)xp.

Offensichtlich kann die Resolvente direkt als Integraloperator in Form der Greenschen Funktion darge-
stellt werden. Die entsprechenden Bestimmungsgleichungen der Greenschen Funktion und somit der
Resolvente ergeben sich hierbei zu

0°G(z,(,9)
a2
G(z,0,s8) = G(z,1,5) =0.

- SG(Zy(y S) = 6((_ Z)y ( € (O, ]-)

Die Losung dieser Randwertaufgabe in G(z,(, s) kann beispielsweise mittels eines bereichsweisen Ansat-
zes und der Formulierung von Sprung- und Stetigkeitsbedingungen erfolgen (Gilles, 1973; Butkovskiy,
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1982). Dies liefert

B sinh(y/s¢) sinh(y/s(1 - 2))

, 0=s(=
Gal,s) = sinh(v/s)
A _sinh(\/Ez) sinh(y/s(1-{)) r<1
sinh(y/s) S

womit die Resolvente vollsténdig bestimmt ist.

* Spektrale Systemdarstellung: Durch die Losung der in diesem Fall selbst-adjungierten Eigenwertaufga-
be zum Differenzialoperator kann die spektrale Darstellung der PDgl. mit Rand- und Anfangsbedingun-
gen ermittelt werden. Entsprechend den obigen Ausfiihrungen zu Rieszschen Operatoren ergeben sich un-
endlich viele gewohnliche Differenzialgleichungen in den spektralen Zustdnden x, (t) = (x(z, 1), ¥, (2)) x,
X =12%(0,1), gemdf

dx, (1)
dt

=Aux,(0), t>0, neN
mit
xn(0) = X2 = (x0(2), Wn(2) x.

adjungierten Eigenfunktionen v ,(z) und Eigenwerten A,, = —(nm)? fiir n € N. Anwendung der Laplace—
Transformation fiihrt auf

I
Xn(s) = Xy neN,

s—An
woraus sich durch Fourier-Synthese, vgl. (B.6), die spektrale Darstellung von X (z, s) bzw. der Resolvente
R(s, A) zu
X(z,8) =) (x0(2), ¥n(2)) xWn(2) = R(s, A) Xo

nen S An

ergibt. Die Losung im Zeitbereich kann somit leicht durch Riicktransformation ermittelt werden

x(z2,0= Y xaOya2) =Y M (x0(2), ¥n(2) xWn(2),

neN neN
woraus sich die exponentielle Stabilitdit des Systems direkt ableiten Idisst.

Im Folgenden wird skizziert, wie anhand der Resolvente eines Rieszschen Systems auf die exponentielle Stabili-
tdt der entsprechenden Cy—Halbgruppe geschlossen werden kann.
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Zusammenfassend ergibt sich fiir Rieszsche Systeme das folgende Stabilitdtsresultat (Curtain und Zwart, 1995).
Korollar 3.3. Sei A Rieszscher Spektraloperator mit einfachen Eigenwerten {A,, n = 1}, entsprechenden Eigen-

funktionen {¢,,, n = 1} und adjungierten Eigenfunktionen {y ,, n = 1}, dann gilt (3.131) und exponentielle
Stabilitdt folgt direkt aus dem Spektrum von A.
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3.3.3 Stabilitdt nach Lyapunov

Neben Spektrumsbedingungen werden fiir endlich-dimensionale Systeme zum Nachweis der Stabilitit einer
Ruhelage héufig Lyapunov-Gleichungen oder die direkte Methode nach Lyapunov herangezogen. Im Folgenden
soll analysiert werden, inwieweit diese Konzepte auf den Fall unendlich-dimensionaler Funktionenrdume
iibertragen werden konnen.

3.3.3.1 Die Operator-Lyapunov-Gleichung

Ausgehend von Lemma 3.6 zur exponentiellen Stabilitdt einer Cy—Halbgruppe kann direkt das folgende
Lyapunov-dhnliche Resultat bewiesen werden.

Satz 3.14

Sei A der infinitesimale Generator einer Cy—Halbgruppe T'(¢) im Hilbertraum X. T'(¢) ist genau dann
exponentiell stabil, wenn ein positiver Operator P € £ (X) so existiert, dass

(Ax,Px)x +(Px, Ax)x = —||x||§( VxeQ(A). (3.134)

Gleichung (3.134) wird auch als Lyapunov-Gleichung bezeichnet.

Hierbei wird ein selbstadjungierter Operator als positiv bezeichnet, wenn
VxeX: (x,Px)x=0,

wobei die Identitdt nur fiir x = 0 gelten soll. Der Beweis der Notwendigkeit in Satz 3.14 ist eher technischer Natur
und erfolgt tiber die hier nicht weiter verfolgte Untersuchung von Gramschen Abbildungen. Der Nachweis, dass
aus (3.134) exponentielle Stabilitdt von T(#) folgt, ist jedoch leicht einsichtig und zeigt eine gewisse Analogie zu
bekannten Resultaten fiir endlich-dimensionale Systeme.

Beweis. Der Beweis der hinreichenden Aussage ist leicht ausfiihrbar.

¢ Richtung ”<": Sei P ein beschriankter positiver Operator und man betrachte
V(t,x) =(PT()x, T(t)x)x.

Da P positiv und beschréankt ist gilt V(#,x) = 0 V¢ = 0. Fiir alle x € 2(A) liefert die Differenziation von
V(t, x) entlang einer Losung von ¢ = A@, @(0) = x € D (A), dass

dV (¢, x)
dt

=(PAT(O)x, T(H)x)x +(PT(D)x, AT (t)x) x

R VAGETS S
Integration bzgl. t ergibt
t
0<V(t,x)=V(0,x) —f IT(r)xl5dT.
0
Da nun offensichtlich
t
f ||T(‘r)x||§(drs V(0,x) =(Px,x)x V=0, xe9(A)
0

gilt und 2(A) dicht in X liegt (vgl. Korollar 3.1), existiert ein y, = (Px, x) x so, dass

r
fo I T@xl%dr <yx

womit nach Lemma 3.6 die exponentielle Stabilitdt von 7'(¢) folgt.
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¢ Richtung "=": Siehe Curtain und Zwart, 1995, S. 217
O

Trotz der aus Satz 3.14 resultierenden direkten Moglichkeit zum Nachweis exponentieller Stabilitét ist die
Anwendbarkeit der Operator-Lyapunov-Gleichung (3.134) eher eingeschridnkt. Insbesondere existieren im
Gegensatz zu linearen endlich-dimensionalen Systemen keine allgemeinen analytischen oder numerischen
Methoden zur Ermittlung des positiven Operators P. Gewisse Anwendungen dieses Ansatzes sind beispielsweise
in Pritchard und Zabczyk, 1981 zu finden.

3.3.3.2 Die direkte Methode von Lyapunov

Neben der Einfiihrung von Operator-Lyapunov-Gleichungen kann andererseits die fiir lineare und nichtlineare
endlich-dimensionale Systeme motivierte formale Definition der Stabilitdt im Sinne von Lyapunov direkt auf
verteilt-parametrische Systeme iibertragen werden. Eine Ruhelage xr von (3.126) ist hierbei durch

Axp=0, xpe2P(A) (3.135)

gegeben. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann x = 0 angenommen werden'°.

Definition 3.20: Lyapunov-Stabilitéit

Die Ruhelage xr = 0 von (3.126) wird als stabil nach Lyapunov beziiglich der Norm || - || x bezeichnet,
falls zu jedem € > 0 ein 6 (€) > 0 existiert, so dass unter der Voraussetzung || x| x < 6 (¢) fiir alle ¢ = 0 gilt
lx() |l x < e. Gilt des Weiteren [ x(t)| x — 0 fiir £ — oo, so heil’t die Ruhelage xr = 0 asymptotisch stabil
nach Lyapunov.

Zum eigentlichen Nachweis der Stabilitdt im Sinne von Lyapunov wird fiir endlich-dimensionale Systeme im
Allgemeinen die direkte Methode von Lyapunov verwendet (vgl. Kugi, 2012, S. 49). Diese besagt im Wesentlichen,
dass aus der Existenz einer positiv definiten Funktion V (x) mit negativ semidefiniter bzw. definiter Ableitung
V (x) auf die Stabilit4t bzw. asymptotische Stabilit4t der Ruhelage geschlossen werden kann. Der Beweis dieser
Aussage beruht jedoch auf der fiir endlich-dimensionale Vektorriume zumindest lokal immer vorhandenen
Kompaktheit der Niveaumengen der Lyapunovfunktion V (x) (siehe Khalil, 2002, S. 114/115). Es sei an dieser
Stelle jedoch bemerkt, dass keine allgemein giiltige Erweiterung der direkten Methode von Lyapunov auf
verteilt—-parametrische Systeme existiert.

Dies ist insbesondere durch die Tatsache begriindet, dass unendlich—-dimensionale Funktionenrdume im
Allgemeinen nicht kompakt sind. Folglich kann generell nicht auf die lokale Kompaktheit der Niveaumengen der
Lyapunovfunktion bzw. des Lyapunovfunktionals in unendlich-dimensionalen Funktionenrdumen geschlossen
werden. Das folgende Beispiel illustriert diese Tatsache. Hierzu wird nochmals der Vollstandigkeit halber die
Definition einer kompakten Menge angegeben.

Definition 3.21: kompakte Menge

Eine Teilmenge M eines normierten Raums X mit Norm | - || wird als kompakt bzw. relativ kompakt
bezeichnet, falls jede Folge in M eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M bzw. M beinhaltet.

Fiir Teilmengen endlich-dimensionaler normierter Rdume folgt aus der Abgeschlossenheit und Beschréanktheit
der Teilmenge deren Kompaktheit.

Beispiel 3.20 (Nicht-Kompaktheit der Einheitskugel in I[2(0,1)). Sei X = 12(0,1) der Hilbertraum der
quadratisch integrierbaren Funktionen mit innerem Produkt(x, y)x = fol x(2)y(2)dz fiiralle x,y € L?(0,1) und
induzierter Norm || xllg( = (X, x). Fiir den Raum X existieren verschiedene orthonormale Basen, beispielsweise

&g =11, V2sin(2rnz), vV2cos(2nnz), n=1}.

Wie leicht nachzurechnen ist, gilt somit fiir jede Folge {x,};,., orthonormaler Elemente x, € &g, n =1 (d.h.

10pjes kann durch eine Zustandstransformation Ax(f) = x() — xg mit xg aus (3.135) erreicht werden.
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lxullx =1, n=1), dass

2
lXn—xml% =2

fiir alle n # m. Offensichtlich existiert keine konvergente Teilfolge {x,,}; mit einem Grenzwert in der Einheitsku-

gel, da alle Elemente den Abstand /2 aufweisen. Diese Argumentation kann leicht auf beliebige Hilbertriiume
mit orthonormaler Basis iibertragen werden.

Fiir einen im Weiteren betrachteten Spezialfall kann jedoch trotz der fehlenden Kompaktheit unendlich—
dimensionaler normierter Réume in einer gewissen Analogie zur direkten Methode von Lyapunov fiir endlich—

dimensionale Systeme auf exponentielle Stabilitdt der Cy—Halbgruppe T'(¢) geschlossen werden. Hierzu muss
jedoch zunichst der Begriff des Lyapunovfunktionals geklart werden (Luo u. a., 1999).

Definition 3.22: Lyapunovfunktional
Sei V: X 292(V) — R, stetigin (V). Fiir x € 2(V) definiere man

. 1
Vix) = 1%1 7 [V(T()x) - V(x)]. (3.136)
Falls V (x) < 0 fiir alle x € 2(V), wird V (x) Lyapunovfunktional genannt.

Folgender Satz ist somit leicht einsichtig (vgl. z.B. Rahn, 2001).

Satz 3.15
Die Cp—Halbgruppe T'(¢) ist exponentiell stabil, falls ein Lyapunovfunktional V (x) existiert, so dass gelten

() alxl% < V@) < plxl5 mita, >0, und

(i) V(x)<-ylxl%,y>0.

Insbesondere impliziert dieser Satz, dass gilt

V) < -yl < —%V(x) =—uV(x),
womit direkt V(x) < V(x(0))e *! folgt. Hieraus ist die Abschitzung
_t
lxlx < \/Ellx(O)llxe 2!
a
leicht ableitbar. Mit der Operatornorm und x(¢) = T'(#)x(0) gilt

T()x(0
1T = sup 1 T(5)x0)lx < ée‘%t,
xe2(D),x0z0 I1x0)lx a

woraus gemil} Definition 3.19 wegen a, 8, u > 0 die exponentielle Stabilitat der Cy—Halbgruppe T'(¢) und somit

des Systems (3.126) folgt. Die Anwendung dieses Satzes wird anhand zweier Beispiele illustriert.

Beispiel 3.21 (Nachweis exponentieller Stabilitiit fiir ein Warmeleitungsproblem). Der Aufheizvorgang

eines Wdarmeleiters mit der Temperaturverteilung x(z, t) wird durch die PDgl.

0x(z,1)  0°x(z,1)

PY: 522 z€(0,1), t>0 (3.137)
mit den Rand- und Anfangsbedingungen
0x
&(0, 1) =Kx(0,1), x(1,£) =0, t>0 (3.138)
x(z,0) = x0(2), z€[0,1] (3.139)
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beschrieben. Mittels der direkten Methode nach Lyapunov soll die Stabilitit der Ruhelage xgr(z) = 0 unter-

sucht werden. Wie erwéhnt, kann die Ruhelage ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als identisch mit

dzx

Null angenommen werden. Als Zustandsraum wird X = L2(0,1) gewdihlt mit Systemoperator Ax = und

PD(A) =1{xeL*0,1)] § € L%(0,1), x, dz L abs. stetzg, £(0) - Kx(0) =0, x(1) = 0}. Als Kandidat fiir ein Lyapu—
novfunktional wird
1! 1
V(x) = Efo (2, ndz = S %Ik
gewdihlt. Offensichtlich istalx|d <V(x) < ﬁllxllifiir allea € [0, %] und f = % Des Weiteren gilt11

1(9x)? ax|?
i e P O
fo(az)z X()'azx

21%

1 02
Vix)= fx—dz Ozzdz

Gx
az

Im Hinblick auf die Anwendung von Satz 3.15 stellt sich die Frage, wie sich || durch || x|| x abschdtzen

ldisst. Betrachte hierzu
1 1 5y
f 1-x°dz = [zx%]} —2/ zx—dz. (3.140)
0 0 0z

Wegen

i x dx\? 11 1 (ox)? 1 9x
0<| |—=+V2z—]| dz<= 2d +2f 2(—)d+2f —d
fo(\/ﬁ \/_zaz) z 2]())6 z 0z Py Ozxaz z

I 5 1 ! 1 dx)\? 1 ! 1/5x)\2
—2[ zx—xdzs —f xzdz+2f z? (_x) dz< —f xzdz+2f (_x) dz
0 0z 2 Jo 0 0z 2 Jo o \0z

folgt aus (3.140) insbesondere, dass
1 1 2
fx2d252x2(1)+4f (O_x) dz
0 o \0z

2

bzw.

bzw.

2 5 0x
lxl% =2x°(1) +4|— (3.141)

0z

.
Diese Gleichung wird auch als Poincaré-Ungleichung bezeichnet. Somit ist leicht ersichtlich, dass wegen
x(1) =0 gilt

V() < —K20) = a2 < 2 xl% = V()
X)) =< —KX ——|X <—|X = —— X
4" X T X T g

fiir alle K = 0. Nach Satz 3.15 ist die Ruhelage xp = 0 exponentiell stabil in der L>~Norm. Wenn y(t) = x(0, )
die Ausgangsgrofse des Systems bezeichnet, dann wurde somit die exponentielle Stabilitit der Ruhelage durch
eine proportionale Ausgangsriickfiihrung nachgewiesen. Zu beachten ist, dass exponentielle Stabilitéit in der
L2-Norm nicht die punktweise exponentielle Stabilitit | x(z, t)| < Me M, M, > 0, fiir alle z € [0,1] impliziert.

Wie in obigem Beispiel gezeigt wurde, erfordert die Anwendung der direkten Methode typischerweise die
Anwendung geeigneter Ungleichungen. Eine Auswahl ist untenstehend zusammengefasst (siehe z.B. Franke,
1987; Krstic, 1999).

* Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: Seien x(z), y(z) € L?(0, 1), so gilt

1 2 1 1
[ f x(z)y(z)dz] < f (2)dz f Y2 (2)dz. (3.142)
0 0 0

n Analogie zur abstrakten Darstellung von SVPn miisste die Schrelbwelse =A2 2 x bzw. a—f = Ax verwendet werden. Aus Griinden

der Ubersichtlichkeit wird jedoch im Weiteren darauf verzichtet.
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* Ungleichung von Poincaré: Sei x(z) € H!(0,1), dann gelten

1 1 2
fxz(z)dz52x2(0)+4f (am)) dz (3.143)
0 0 0z
1 1 2
fxz(z)dz52x2(1)+4f (‘MZ)) dz (3.144)
0 0 0z

* Ungleichung von Agmon: Sei x(z) € H'(0,1), dann gelten

1, [ (0x(2)\? . \z
maxlx(z)l <x (0)+2(f X (z)dz) (f dz) (3.145)
z€[0, 0 0 0z

1 1 1 2 1
maxlx(z)|25x2(1)+2(f xz(z)dz)z(f (6x(Z)) dz)2 (3.146)
z€[0,1] 0 0 0z

Offensichtlich kann die Agmon-Ungleichung zum Nachweis punktweiser Stabilitdt herangezogen werden, was
im Folgenden anhand des Beispiels 3.21 ausgefiihrt werden soll.

Beispiel 3.22 (Nachweis punktweiser exponentieller Stabilitit fiir ein Wiarmeleitungsproblem). Ausgehend
von den obigen Ergebnissen wird

11 2 ax\?

als Kandidat fiir ein Lyapunovfunktional angesetzt. Des Weiteren sei K = 0, womit folgt, dass

Ve = [ x5z Lflgzsi( ) 2= '[ (gz) dz- ‘[ (gzz) dz.

Aus der Poincaré-Ungleichung mit x(z) ersetzt durch 6’“(2)

. 1 5 0x _ 1
V(X)S—Z‘/(; dz _Zj(‘) (E) dz = ZV(.X,')

Somit gilt nach der Definition von V (x)

ergibt sich

2 axo

2
x5 + -
X 0z

2
)
X

so dass die Anwendung der Agmon-Ungleichung das Ergebnis

_L 2
< e # (Il +
X

ax|?

0z

6x0
0z

_r 2 2
< o3 (Ixol + )
X

2
= lIxllI% +
X

m[gx lxI? <2l xlx || =

X

liefert. Hieraus folgt offensichtlich die punktweise exponentielle Stabilitiit der Ruhelage xg = 0.

Diese einfachen Beispiele zeigen erste Moglichkeiten der Anwendung von Satz 3.15. Allerdings sollte bemerkt
werden, dass schon fiir die lineare Warmeleitungsgleichung gewisse Modifikationen, wie beispielsweise der
Randbedingungen, eine deutliche Erh6hung des mit dem Nachweis einhergehenden mathematischen Auf-
wands bewirken.

Beispiel 3.23 (Nachweis exponentieller Stabilitiit fiir ein Warmeleitungsproblem mit Riickfiihrung einer
ortsdiskreten Zustandsgrofe). Ausgehend von Beispiel 3.21 wird im Weiteren der Nachweis exponentieller
Stabilitit der Ruhelage xg = 0 im Fall der Riickfiihrung des Zustandes x((, t) an einer beliebigen Stelle { € [0,1)
untersucht. Dies bedeutet, dass anstelle der RBn (3.138) die Bedingungen

0x
—=0,0=Kx(, 0, x(1,H)=0 >0
0z
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untersucht werden. Als Lyapunovfunktional wird in Analogie
V) = >l
=5 Ixl%

verwendet. Somit ergibt sich

V(x)—flxa—xdz——Kx(O)x(C)—”a—x :
o Tor T 0z || x

Zur weiteren Analyse von V (x) wird die wegen x(1) = 0 giiltige Eigenschaft

1ox 1ox lox 2 [¢ox 1ox
x(0)x(Q) =f = (f )+
0o 0 ¢ 0

da —dz= —d —d —d.
zzgazz 6zZ 6zzgazz

herangezogen. Dariiber hinaus miissen die Félle K = 0 und K < 0 gesondert betrachtet werden.
e FallK = 0: Hier kann V (x) gemdifs
1
dz f
¢
abgeschditzt werden. Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
¢ C(ox\?  \z
119 1(9 2 1
f ’—x dz < «1-5(] (—x) dz)’
¢ |0z ¢ \0z
fiihrt auf
. ¢ ] 2 1 1 ) 2 1
V(o < KVZa —()(f (—x) dz)’ (f (—’C) dz)’ - ‘
0 0z ¢ 0z
O0x
=-(1-Kv{1-0) ”E

0x 2

0z

0x

ox ox
0z 0z

. ¢
V(x)st
0

dz—‘

X

0x

ax|?

0z

X

2
’
X

womit fiirl — Kv/{(1—{) >0 bzw. K < 1/+/{(1 - {) und mittels der Poincaré-Ungleichung folgt, dass
. 1
V(x) = —5(1 - KvV{1-)V ().
e FallK < 0: In diesem Fall kann durch die Abschéitzung

1
dzf
¢

und analoger Anwendung der Cauchy-Schwarzschen sowie Poincaré-Ungleichung gezeigt werden, dass

ax|?

0x
d hid
0z

0z

) Lox
V(ix) < —Kf — -
0o |0z

X

V(x)s—%(l+K\/1—()V(x)
fiirk >-1/\/1-¢.

Zusammenfassend kann die exponentielle Stabilitdit der Ruhelage xr = 0 des Wiirmeleitungssystems mit
proportionaler Riickfiihrung des Zustands x({, t) fiir beliebiges { € [0,1) in der L>~Norm fiir

1 1
<K<

1-¢ V1 -0)

nachgewiesen werden.
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Trotz der erfolgreichen Anwendung der direkten Methode nach Lyapunov gemdl Satz 3.15 auf einfache lineare
SVPn, kann hieraus keine allgemeine Methodik abgeleitet werden. Dies ist darin begriindet, dass keine Systema-
tik zur Wahl des Lyapunovfunktionals V (x) existiert. Fiir gewisse mechanische Systeme kdnnen jedoch durch
die Wahl des Lyapunovfunktionals als Gesamtenergie zum Teil weiterfithrende Ergebnisse abgeleitet werden.
Hierbei wird oftmals auf die so genannte Energie-Multiplikator-Methode zuriickgegriffen.

3.3.3.3 Die Energie-Multiplikator-Methode

Die grundlegende Idee der Energie-Multiplikator-Methode wird im Folgenden anhand der Gleichung eines
einseitig eingespannten Euler-Bernoulli-Balkens dargestellt. Fiir weiterfithrende Ergebnisse sei auf die Literatur,
insbesondere Komornik, 1994; Luo u. a., 1999 verwiesen.

Beispiel 3.24 (Nachweis exponentieller Stabilitit fiir den Euler-Bernoulli Balken). Die Bewegungsglei-
chung in normierter dimensionsloser Form fiir einen einseitig eingespannten Balken ergibt sich unter Verwen-
dung der Euler—Bernoulli Balkentheorie zu

Pv(z, 1) 0*v(z b
=+ =

3.2 oz 0, z€(0,1), t>0. (3.147)
z

Hierbei bezeichnet v(z, t) die Balkenauslenkung. Die zugehdrigen RBn lauten am eingespannten Ende

0
v(0,1) =0, —U(O, =0, t>0 (3.148)
0z
sowie am freien Ende
OV nmme, L= wm®, 0 (3.149)
6Z2 » = ui ) 6Z3 » = Uz » . .

Hierbei wird angenommen, dass das angreifende Moment u, (t) und die angreifende Querkraft u,(t) Linear-
kombinationen der Form

1 [ 50
v(lL, 1) v (1,1
mo=kl | + k! ;Z (3.150)
dan| C|Zan
] [ 50
v(lL, 1) v (1,1
w0 =kj | + k! ;Z (3.151)
ar(L1)] | 5zt (LD

mitk;=(kj1,kj2] T Jj =1,2,3,4 reprdsentieren. Die ABn lauten

v(z,0) = vo(2), %(z, 0) = v1(2). (3.152)

Es kann gezeigt werden (vgl. z.B. Luo u. a., 1999, S. 200f), dass (3.147)-(3.152) durch Einfiihrung des Zustands-
vektors x(z, t) = [x1(z, 1), X2 (z, D17 mitx1(z, 1) = v(z, 1), X2(2, 1) = % im Zustandsraum

X= {x | xp € H2(0,1), xo € L2(0,1), x,(0) = 0 = %(0)}
0z

mit innerem Produkt und induzierter Norm

1 02x1 62y1 1
wyx= [ (R Ga+xn)de lalx=wni,  xyeX

in eine wohl-definierte abstrakte Differenzialgleichung der Form (3.126) mit Systemoperator

X2
_ 64)61

0z4

Ax =
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und Definitionsbereich

0 0
2(4) = {xe X|x1 € HY(0,1), xp € H*(0,1), x1(0) = ﬂ(0) =x2(0) = ﬂ(0) =
8%x) 6 X1 T r0x
F(l) =k{x(1)+k] (1), 5 W =k3x1) +k; &(1)} (3.153)
tiberfiihrt werden kann. In einem ersten Schritt wird zundchst die Gesamtenergie des Systems

1 2
E(x) = Ellxllx (3.154)

als Kandidat fiir ein Lyapunovfunktional verwendet. Hieraus wird auch die iibliche Bezeichnung der einge-
fiihrten Norm als Energienorm deutlich. Offensichtlich gilt somit

dEx) (' d'x 16251 8%x,
dr __f 258 T )y 522 a2
[ Pl | 63)61 axg Ole]
073 dz 0z2
63 0)62 0 X1
= —xz(l) (1) + —(1)—(1) (3.155)
= —xg(l)(k3 x(1) + k! E(D) + Em(lc{x(l) + szg—:(l)). (3.156)

Gleichung (3.155) zeigt deutlzch dass eine Verkniipfung zwischen dem angreifenden Moment an z = 1 und der
kaelgeschwmdzgkezt e 222 (1) sowie zwischen der Querkraft an z = 1 und der Geschwindigkeit x, (1) existiert.
Dieser Zusammenhang wird auch als Kollokation bezeichnet, so dass das Moment und die Geschwindig-
keit sowie die Querkraft und die Winkelgeschwindigkeit so genannte kollokierte GrofSen bezeichnen. Die
Eigenschaft der Kollokation erweist sich insbesondere fiir die weitere Analyse der Stabilitét als vorteilhaft. Aus
diesem Grund wird im Folgenden zur Illustration le = sz = k4T =0, k3,1 =0, k32 = K gewdhlt, womit sich mit
(3.156) das Ergebnis

dE(x)

TR —-Kx5(1) (3.157)

ergibt. Die Gesamtenergie nimmt folglich entlang der Losungstrajektorien des Systems ab, d.h. das betrachtete
System ist dissipativ. Andererseits kann hieraus keine Abschiitzung der Form E < —yE, y > 0 getroffen werden,
aus der sich auf exponentielle Stabilitit der Ruhelage xg = 0 schliefsen ldsst. Um dies zu erreichen, wird im
Weiteren das Lyapunovfunktional

V(x) = E(x)+ep(x)

mit E(x) aus (3.154) gewdhlt. Der additive Term ep(x) wird als Energie—-Multiplikator bezeichnet, wobei e
einen Freiheitsgrad darstellt, der im Weiteren geeignet bestimmt wird und p(x) in der Form

1 6x1
p(x) =f zxggdz (3.158)
0

angesetzt wird. Zum Nachweis, dass eine Konstantey > 0 existiert, so dass V(x) < —yV (x), werden einige
Abschéitzungen benétigt. Aus

dp(x) (1 0x, 0% 0x;
—fo vy, ~ 5 oz )2

dt

folgt wegen
1 64)61 6x1 6}(,'1 03)61 02x1 0x1 1 1 ale 2 1 62)61 63x1
f z———dz= z—————] f (—) d —f 2 =
o 0z% 0z 0z 0z3 0z%2 0z 0z2 0z2 0z
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1 62x1 63x1 02x1 271 1 62)61 2 1 02x1 63x1
fo “o2 0 ¥ [Z(a ) ] _[0 (Ozz) dz_fo “o22 o8

2 3 2 2
[ G el 5 e

sowie

1 o 1 1 )

j(; zxga—?dz: [zxg](l)—fo x%dz—fo zngdz
1 axz 1 211 1 1 2
:>f0 zxzadz— E[sz]o_ 5]{; x5dz
und den Randbedingungen gemdfs der Definition von 2(A) in (3.153), dass
dp(x) 0%x; 1,
o =-K 2(1)—(1)+— 2(1) f (0 2) dz—éfo x5dz.

Zur weiteren Abschditzung dieses Resultats kann folgendes Ergebnis herangezogen werden.

Proposition 3.1. Seien a, b € R, dann gilt fiir allee > 0, dass
2 b2
2ab<ed® + — bzw. —2ab<ed®+—.
€ €

Beweis. Da (ecaTh)?=0 gilt fiir alle a, b € R, dass e2a? F¥2cab+ b? = 0 bzw. €2 a® + b? = +2cab. Mite > 0 folgt
die Behauptung. O

Hieraus ist leicht ersichtlich, dass fiir K = 0

=gl G R < Tl [ (5 e 2)

wobei die letzte Abschéitzung direkt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt und hier =2+ axl f 12 xl dz
genutzt wurde. Zusammenfassend ergibt sich somit

dpx) 1, Ky, 1 106%x1\2 1,
755(1+?)x2(1)—5(3—1(€)f0 (W) dZ—Eﬁ) xde.

Fiir3—Ke>1 bzw. e < 2/K folgt

dp(x) _1 K 2 1 Ky ,
= 2(1+ ~)xda) - —||x||X——E(x)+§(l+?)x2(1).
=C

Es gelte im Weiteren C =0, d.h. € = —K was fiir K = 0 bzw. € > 0 direkt erfiillt werden kann.

Neben der Abschditzung von p(x) durch E(x) kann auch |p(x)| durch die Gesamtenergie beschrdnkt werden.
Hierzu kann folgendes Ergebnis herangezogen werden.

Proposition 3.2. Fiirx € X gilt

?f xzﬂdz< f[ axl
0

Beweis. Es gilt

fl(j;Z_ \;_(z;;l) dz —%fol[x%+(%)2]dzifolmaa—?dz

womit direkt die Behauptung folgt. O
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Offensichtlich folgt somit
1 0x 1 0x
o= [ lallel| 52|z [ l| 22 az

6
<5 [+ (5] ]
6x1
_(0) f [x2+4 P 2) ]dz
1 62
szf EX ( xl) |dz=4Ew)
0
wobei zur Einfiihrung des Terms 4( 2212 die Poincaré-Ungleichung ausgenutzt wurde. Mit diesem Ergebnis
folgt unmittelbar, dass fiir p(x) = 0 bzw. fiir p(x) < 0 das Lyapunovfunktional V(x) < (1 + 4€)E(x) bzw.

V(x) = (1 -4€)E(x) fiir —% <e< i erfiillt. Die ermittelten Abschéitzungen kénnen nun direkt zur Abschéitzung
der Ableitung V (x) herangezogen werden

dv(x) B dE (x) dp (x)

dt ~ dt dt
—€E(x) — (K —€C)x5 (1)
s—eE(x) fiirK—eC=0bzw.e<K
<- V(x) da E=V/(1+4e). (3.159)
1 +4e

Des Weiteren liefert die Zusammenfassung der in den vorangegangen Schritten bestimmten Grenzen vone,
dass

21
€>0 A e<m1n{K,E,Z}. (3.160)

Insbesondere folgt aus (3.159) das exponentielle Abklingen des Lyapunovfunktionals V (x) bzw. der Gesamt-
energie E(x) gemdfs

t t
V(x) < exp(—ﬁ)V(x(O)) < (1+4e) exp(—ﬁ)E(x(O)) 3.161)

bzw.

Ex) < 12 (- ) B (3.162)

x) < exp|— x(0)), .
1-4¢ P 1+4¢

womit wegen E(x) = %lell_zX auch die exponentielle Stabilitit der Ruhelage xr = 0 des Systems unter der

Geschwindigkeits—Riickfiihrung us (t) = Kx» (1, t) fiir K > 0 folgt.

Dieses an sich eher wenig komplexe Beispiel illustriert den im Rahmen der Anwendung der direkten Methode
von Lyapunov erforderlichen mathematischen Aufwand zum Nachweis der exponentiellen Stabilitdt. Es sei
bemerkt, dass im Fall des kollokierten Eingriffs tiber ein externes Moment der Form u () = K52 ax‘ (1, ?) bislang
kein Energie-Multiplikator bekannt ist, obwohl mittels des in Korollar 3.2 angefiihrten Frequenzberelch—Tests
die exponentielle Stabilitdt des Systems nachgewiesen werden kann (vgl. Luo u. a., 1999, S. 206).

3.3.3.4 Verallgemeinerungen

Fiir die bislang diskutierte direkte Methode zum Nachweis der Stabilitdt eines SVPn im Rahmen der Lyapunov—
Theorie existieren gewisse Verallgemeinerungen, die weitere Méglichkeiten zum Nachweis asymptotischer
(allerdings nicht exponentieller) Stabilitdt einer Ruhelage bieten, wenn die Kriterien von Satz 3.15 nicht nach-
weisbar sind. Diese werden im Folgenden der Vollstindigkeit halber kurz zusammengefasst. Hierbei wird
insbesondere die Tatsache, dass unendlich—-dimensionale Funktionenrdume im Allgemeinen nicht kompakt
sind, d.h. dass aus V(x) < 0 bzw. V(x) < 0 nicht auf Stabilitit geschlossen werden kann, im Mittelpunkt der
Betrachtungen stehen.

3.3 Einflihrung in die Stabilitdtstheorie von SVPn
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Im Weiteren bezeichnet T'(¢) eine stetige kontrahierende (nichtlineare) Halbgruppe definiert auf einer abge-
schlossenen Teilmenge 2 (T) eines reellen Banachraums X. Sei x € 2(T), dann bezeichnen

* y(x) =U¢zo T(#)x den Orbit durch x, und

e wx)={ye2(T) | y=Ilim,_o T(t;)x mit, t, < t,41, und £, — oo fiir n — oo} die (moglicherweise leere)
w-Grenzmenge von x.

Es stellt sich somit die Frage, wann w(x) eine nichtleere Menge darstellt. Eine hinreichende Bedingung liefert
der folgende Satz.

Satz 3.16

Sei y(x) fiir x € 2(T) relativkompakt (d.h. y(x) ist kompakt). Dann ist w(x) nichtleer, kompakt, zusammen-
hingend!'?und es gilt

lim d(T(t)x,w(x)) =0.
t—o0
Hierbei bezeichnet d(y, Q) fiir y € Y und Q c Y den Abstand von y zu Q, d.h.

d(y,Q) = inf |y—wly.
weQ)

Der Beweis dieses Satzes ist z.B. in Luo u. a., 1999 zu finden. Unter der Voraussetzung, dass die relative Kom-
paktheit des Orbits y(x) gezeigt und die w—Grenzmenge von x bestimmt werden kann, ermoglicht dies die
Charakterisierung des asymptotischen Verhaltens der Lésung ¢;(x) = T (¢)x. Dies fithrt zum Invarianzprinzip
von LaSalle.

Satz 3.17: Invarianzprinzip von LaSalle

Sei V(x) ein Lyapunovfunktional in 2(7T) und sei & die grofte positiv invariante Teilmenge von {x €
9(T) | V(x) = 0}. Falls x € 2(T) und v (x) relativ kompakt ist, dann gilt

lim d(T(t)x,8) = 0.
t—o00

Invarianz von & unter T (t) bezeichnet hier, dass T(#)& = & fiir alle £ = 0.

Fiir einen Beweis von Satz 3.17 wird auf Luo u. a., 1999 verwiesen. Die Sitze 3.16 und 3.17 liefern somit ein
Kriterium, mit dem gezeigt werden kann, dass fiir alle x € 2(T) der Abstand der Trajektorie T(¢#)x von der
w-Grenzmenge bzw. von & fiir  — oo gegen 0 strebt. Dies impliziert asymptotische Stabilitit falls & = {0}.

Aus mathematischer Sicht erweist sich jedoch der Nachweis der relativen Kompaktheit des Orbits y(x) als
duBerst einschrankend. Eine Nachweismoglichkeit bietet der folgende Satz.

Satz 3.18
Sei A ein dissipativer Operator in einem reellen Banachraum X mit

9(A) cran{l - 1A}
fiir alle hinreichend kleinen A und sei 7'(#) die kontrahierende Halbgruppe definiert durch
t —_
T(0x= lim (1-=4) "x.
n—oo n

Des Weiteren wird angenommen, dass 0 € ran{A} und (I — AA)L kompakt sei fiir ein A > 0. Dann ist y(x)
relativkompakt fiir alle x € 2(A).

Anwendungen der in diesem Abschnitt zusammengefassten Methoden findet man z.B. in Shifman, 1993; Luo
u. a., 1999; Kugi und Thull, 2005; Meurer und Kugi, 2011.

1250mit kann w(x) nicht in zwei disjunkte nichtleere offene Mengen zerlegt werden.
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3.4 Regelungsentwurf mittels Zustandsriickfiihrung

Die in den vorangegangenen Abschnitten eingefiihrten funktionalanalytischen und systemtheoretischen Grund-
lagen der Analyse verteilt—-parametrischer Systeme in unendlich-dimensionalen Funktionenrdumen werden im
Folgenden zum Entwurf von stabilisierenden Zustandsriickfithrungen (mit Zustandsbeobachter) herangezogen.
Hierbei wird der Schwerpunkt auf die Stabilisierung des Zustandsprofils innerhalb des 6rtlichen Definitionsbe-
reichs, bzw. in gewissen Teilmengen desselben, gelegt. In der abstrakten operatortheoretischen Schreibweise
gemal (3.86)—(3.88), d.h.

dx(1)
a = Ax(t)+Bu(t), t>0 (3.163)
x(0)=x9€2(A) (3.164)
y(1) = Cx(1), t=0. (3.165)

stellt sich somit die Frage, ob eine realisierbare Zustandsriickfiihrung (ggf. mit Zustandsbeobachter) der
Form

u(t) = Kx(1) bzw. u(t) =Kx(t), xeXycX (3.166)

existiert, wobei K ein beschrinkter linearer Operator von X bzw. eines endlich-dimensionalen Unterraumes
Xy < X auf U ist.

Zum eigentlichen Regler— und Beobachterentwurf werden im Folgenden zum einen Backstepping-basierte
Verfahren und zum anderen spektrale bzw. approximative Verfahren vorgestellt. Wahrend erstere eine geeig-
nete Transformation der Systemgleichungen in ein vorgegebenes Zielsystem mit gewiinschten dynamischen
Eigenschaften verfolgen (Krstic und Smyshlyaev, 2008; Meurer, 2013b) werden bei letzteren im Prinzip die
entsprechenden modalen Koordinaten und somit die Amplituden der Eigenfunktionen geregelt (Gilles, 1973;
Franke, 1987). Diese Ergebnisse ermdglichen eine weitere Verallgemeinerung der Methodik zum Entwurf
stabilisierender Zustandsregler mit —beobachter auf der Basis reduzierter endlich—-dimensionaler Modelle.
Insbesondere wird in diesem Zusammenhang die Frage der exponentiellen Stabilitdt des geschlossenen Regel-
kreises mit endlich—dimensionaler Zustandsriickfithrung einfithrend diskutiert.

3.4.1 Backstepping-basierte Zustandsriickfiihrung

Die folgenden Ausfithrungen dienen einer kurzen und beispielhaften Einfithrung in die so genannte Backstepping—
Methode zum Entwurf (exponentiell) stabilisierender Zustandsriickfithrungen fiir parabolische SVPn mit Rand-
eingriff. Fiir weitergehende Ausfiihrungen wird auf die Literatur, insbesondere Smyshlyaev und Krstic, 2004;
Smyshlyaev und Krstic, 2005b; Vazquez und Krstic, 2008a; Vazquez und Krstic, 2008b; Krstic und Smyshlyaeyv,
2008; Meurer und Kugi, 2008; Meurer und Kugi, 2009; Meurer, 2013c, verwiesen.

3.4.1.1 Stabilisierungsaufgabe und Backstepping-Methode

Die Zielsetzung der Backstepping-Methode besteht darin, das fiir @ > 72 instabile Diffusions-Reaktionssystem

0x(z,1) 0°x(z,1)

+ax(z,t), z€(0,1), t>0 (@ >0) (3.167)

ot 022
x00,8)=0, x(1,t) =ul(y, t>0 (3.168)
x(z,0) = x9(2), z€[0,1] (3.169)

durch den Entwurf einer geeigneten Zustandsriickfithrung in ein vorgegebenes exponentiell stabiles Zielsystem

ow(z,t) B Pw(z, 1)

= - Bw(z,t), z€(0,1), t>0 (B=0) (3.170)

ot 022
w(,t)=0, w(,t)=0, t>0 (3.171)
w(z,0) = wy(z), z€[0,1] (3.172)

3.4 Regelungsentwurf mittels Zustandsriickfiihrung
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zu iiberfiihren. Dies wird iiber die so genannte Backstepping-Transformation
z
wmn:xmn—j)uzamanﬁ (3.173)
0

mit dem im Weiteren zu bestimmenden Integralkern k(z,¢) erreicht. Der erste Schritt besteht damit in der
Ermittlung der Gleichungen, denen k(z,¢) gehorchen muss, um die gewiinschte Transformation zu erzielen.

3.4.1.2 Bestimmung des Integralkerns

Hierzu werden die Gleichungen (3.170)—(3.172) des Zielsystems mit dem Ansatz (3.173) der Transformation
unter der Ausnutzung der Gleichungen (3.167)-(3.169) des Originalsystems ausgewertet. Die entsprechende
Differenziation von (3.173) fiihrt somit auf

QWD 995D kg, 2)xtz, 0 | M2 e, de
0z 0z 0 0z
Cwied FXEn (9K o 0K a)xe - ke 22220 -2 iz
022 022 9z 2T e e E) A “8 T8 o oM
=4%(z,2)
2 0°k(z,8)
- [ o e
und
ow(z,t) ax(z,t) 0x(, 1)
or fk( +¢) ot ds
By gé‘; D 4 ax(E, )
_0%x(z,1) 0x(§,1) 0k(z8) ¢=z
= rartan - [ke o= - =@ o]
20°k(z,6)
_ /0( 5 +ak(2,8))x(, Dde.
Einsetzen dieser Ausdriicke in (3.170) fithrt auf
dw(z,t) 0wzt dk 0x
0= == -+ fula, 1) = x(z,t)(p+2 (zz)) x(0t)£(zo)+ 0, Dk(z,0)
2 0°k(z,§)  0°k(z,9)
o [ xte (S5 - T - PR D)

woraus sich unter Berticksichtigung der RBn (3.168) die Bestimmungsgleichungen des Integralkerns

0%k(z, o % k(z, 9 _

52 ez~ k@D, {eOD, ze@D (3.174)
dk

2—(z,2)+pu=0 (3.175)
dz

k(z,00=0 (3.176)

mit u = a + B ergeben. Das dreiecksformige Definitionsgebiet der PDgl. (3.174) zeigt Abbildung 3.7 (links). Die
Randbedingung (3.175) ist dabei dquivalent zu

k(z,2) = —gz (3.177)

Die folgende Losung des Anfangs—Randwertproblems (3.174)—(3.176) beruht auf der Tatsache, dass die PDgl.
(3.174) eine hyperbolische PDgl. in Form einer modifizierten Wellengleichung darstellt (vgl. Kapitel 1.2). Durch
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T
0 1 ¢ 0 1y

Abb. 3.7: Definitionsgebiete fiir die PDgl. des Kerns: (links) in der (z,¢)-Ebene mit ¢ € (0,1), z € (£,1) und (rechts) in der
(x,m~-Ebene mit y € (0,1), n € (x,2—x).

die Einfithrung neuer Koordinaten
n=z+¢, x=z-¢ (3.178)
mit I_c(n,)() = k(z,¢) kann (3.174), (3.176), (3.177) in die Normalform

0%k(n,
L0 k@)

oy =pk(n,x), x€(©1),ne}x,2-x) (3.179)
k(n,0) = —gn (3.180)
km,m) =k(x,x)=0 (3.181)

tiberfiihrt werden. Das transformierte Definitionsgebiet in der (y,n)-Ebene zeigt Abbildung 3.7 (rechts). Die
Losung von (3.179)—(3.181) erfolgt im Weiteren durch eine formale Integration der PDgl. zunéchst bzgl. y (von
0 bis y)

al_c(n,x) ok yfx _ (3.180) M f}( _
= y ’ = 1 )
3 _0 n O)+—4 A kn,q)dg 4( A k(n q)dq)

gefolgt von einer Integration bzgl. n (von y bis 1, vgl. Abbildung 3.7 (rechts))

_ u nrx._
k(n,y) = —Z(n—x—f f k(p, q)dqdp). (3.182)
x JO

Diese implizite Formulierung in Form einer Integralgleichung zur Bestimmung von k(n, y) kann mittels der
Methode der sukzessiven Approximation aufgeldst werden. Hierzu wird k(n, ) als Reihe

k) =Y knm,y) (3.183)

n=0

angesetzt, deren Koeffizienten rekursiv'® entsprechend
ko(n, x) = —%(n—x)

_ u nrx .
knm,x) = —f f kn-1(p,q)dgdp, n=1
4 Jy Jo

13Dje Rekursionsvorschrift kann leicht durch Einsetzen von (3.183) in (3.182) ermittelt werden.

3.4 Regelungsentwurf mittels Zustandsriickfithrung
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bestimmt werden. Mittels vollstdndiger Induktion kann gezeigt werden, dass sich die Reihenkoeffizienten zu

p\* (= pn"x"

knm,x) =-(~ 3.184
n(M,X) (4) nl(n+1)! ( )
ergeben. Die Auswertung der Reihe (3.183) mit (3.184) fithrt auf den geschlossenen Ausdruck
5L (yuny)
k= -Em-p 2L,
2 VHTX
wobei I () eine Besselfunktion darstellt. In Originalkoordinaten ergibt sich somit
I (v (2% - ¢2)
k(z,6) = —pg LVHE 267 (3.185)

Vu(z? = &)

3.4.1.3 Zustandsriickfiihrung und Stabilitit des geschlossenen Regelkreises

Nachdem der Integralkern k(z,¢) bestimmt ist, kann unmittelbar die zur Realisierung der Transformation des
Originalsystems (3.167)-(3.169) in das exponentiell stabile Zielsystem (3.170)—(3.172) notwendige Zustandsriick-
fiihrung ermittelt werden. Hierzu liefert die Auswertung der RB (3.168) an z = 1 mit (3.173) unter Beriicksichtung
der RB (3.171) fiir z =1 die Gleichung der Zustandsreglers

1 1 T 1-— 2
u= fo k(1L E)x(E, DdE = —p fo Ve Mx(é,t)df. (3.186)

Viu(d-¢2

Die Anwendung des Reglers setzt somit die Kenntnis des gesamten Zustandsprofils x(z, ?) fiir alle z € [0,1]
und ¢ = 0 voraus, weshalb die Implementierung des Reglers einen Zustandsbeobachter erfordert. Dabei kann
beispielsweise analog die Backstepping-Methode angewandt werden (Smyshlyaev und Krstic, 2005a).

Im Folgenden soll nachgewiesen werden, dass die Anwendung des entworfenen Reglers (3.186) tatsdchlich
eine exponentielle Stabilisierung des Originalsystems bewirkt. Hierzu sei bemerkt, dass das Zielsystem (3.170)-
(3.172) ein Rieszsches System darstellt, so dass dessen Stabilitidtseigenschaften aus der Menge der Eigenwerte
Ak =—P— (km)?, keN abgeleitet werden konnen. Zudem ist das Zielsystem wohl-definiert im Zustandsraum
X = L2(0,1). Somit gilt fiir die L>~Norm von w(z, t), dass

At

lw®llz <e™ wolgz. (3.187)

Des Weiteren folgt aus (3.173), dass
z
el = el + | [ ke ox ode]
0 L2

Wegen

2 1, p1 2
dz< [ ([ ik@oixe i) oz
0 0

2 1 z
- f | f k(z, &) x(&, DdE
2 Jo lJo

1
< f IIk(Z)IIiz llx(2) ||ide (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
0

[ ke rxte, 0

< C?||x(r) IIig, (Beschréanktheit von k(z,¢))
mit hinreichend groBem C > 0 folgt somit
lw@lz = A +Olx(Dl 2. (3.188)

Der Stabilitdtsnachweis erfordert zusétzlich die Kenntnis der inversen Backstepping-Transformation

z
x(z, 1) = w(z, t)+f gz, Hw(, ndé (3.189)
0
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mit dem Integrationskern g(z,¢). Zur expliziten Bestimmung von g(z,¢) kann analog zur Bestimmung von
k(z,&) vorgegangen werden, wobei die Gleichungen des Zielsystems in die Gleichungen des Originalsystems
transformiert werden. Im Weiteren ist es jedoch ausreichend die Existenz und Beschrianktheit von g(z,¢)
vorauszusetzen, die aus der Theorie Volterrascher Integralgleichungen und der Kenntnis von k(z,¢) abgeleitet
werden kann. Eine den obigen Zeilen entsprechende Abschétzung fiir (3.189) fithrt somit auf

lx(Dllz = A+ D)lw(Dl 2.
fiir ein hinreichend groes D > 0. Somit ergibt sich, dass
(3.187) (3.188)
Ix(®le <" A+D)eM llwole < (1+C)A+D)eM lixoll 2,
N —
=M

womit die exponentielle Stabilisierung des Originalsystems mit dem Zustandsregler (3.186) nachgewiesen ist.

3.4.1.4 Verallgemeinerungen

Ausgehend von der obigen beispielhaften Einfithrung in Backstepping-basierte Entwurfsmethoden kénnen
weitere Problemstellungen in einem dhnlichen Rahmen analysiert werden:

¢ Trajektorienfolgeregelung fiir lineare parabolische PDgIn. mit orts— und zeitvariablen Parametern (Meurer
und Kugi, 2009; Meurer, 2013b);

¢ Stabilisierung von gewissen Klassen nichtlinearer parabolischer PDgln. (Vazquez und Krstic, 2008a;
Vazquez und Krstic, 2008b);

 Trajektorienfolgeregelung fiir gewisse Klassen nichtlinearer parabolischer PDgln. (Meurer und Kugi, 2008;
Meurer, 2013b);

e Stabilisierung von Wellengleichungen (Krstic, Guo u. a., 2008; Smyshlyaev, Cerpa u. a., 2010);

* Beobachterentwurf (Smyshlyaev und Krstic, 2005a; Krstic und Smyshlyaev, 2008; Jadachowski u. a., 2012;
Meurer, 2013b; Jadachowski u. a., 2013; Meurer, 2013a; Jadachowski u. a., 2015);

¢ Parabolische PDgln. mit h6her-dimensionalen Definitionsgebiet (Meurer, 2013b; Jadachowski u. a., 2015).

Zudem sei auf die weiterfithrende Einfithrung und Zusammenfassung in Krstic und Smyshlyaev, 2008 und
relevante aktuelle Literatur z.B. Anfinsen u. a., 2016; Hu u. a., 2016; Vazquez und Krstic, 2016; Qi u. a., 2015;
Coron u. a., 2013; Meglio u. a., 2013; Freudenthaler und Meurer, 2020 verwiesen.

3.4.2 Zustandsregelung auf Basis reduzierter Modelle

Die weiteren Ausfithrungen orientieren sich im Wesentlichen an den Ergebnissen in Curtain, 1985; Balas,
1998. Hierbei soll insbesondere die Frage behandelt werden, wie fiir verteilt—-parametrische Systeme endlich—
dimensionale Zustandsregler entworfen werden kénnen, deren Realisierung nur eine endliche und méglichst
geringe Anzahl an Aktuatoren und Sensoren bendétigen. Dies beinhaltet die Frage nach der Stabilitdt des mit
den entworfenen Reglern geschlossenen Regelkreises. Der Ausgangspunkt der Analyse ist dabei die abstrakte
Formulierung

dx(1)
s =Ax(t)+Bu(t), t>0 (3.190)
x(0) =x9 € 2(A) (3.191)
y(t) = Cx(1), t=0. (3.192)

3.4 Regelungsentwurf mittels Zustandsriickfiihrung
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(i) A einem unbeschrénkten abgeschlossenen linearen Operator, der infinitesimaler Generator einer Co—
Halbgruppe T'(t) auf einem Hilbertraum X ist,

(ii) B einem beschréinkten linearen Operator von einem Hilbertraum U < R™ auf X
(iii) C einem beschrinkten linearen Operator von X auf einen Hilbertraum Y < R

(iv) 2(A) dem Definitionsbereich von A, der dicht in X liegt.

3.4.2.1 Zerlegung des Zustandsraumes mittels Projektionen

Der Entwurf einer endlich—-dimensionalen Zustandsriickfiihrung basiert im Weiteren auf der Zerlegung des
Zustandsraumes X in einen endlich—-dimensionalen Unterraum Xy € 2(A) und in einen residualen Unterraum
XRg, so dass

X=Xno Xpg.

Die jeweiligen Abbildungen von X in X bzw. von X in Xy stellen so genannte Projektionen dar und werden
mit Py bzw. Pr bezeichnet. Eine Projektion ist hierbei wie folgt definiert (Curtain und Zwart, 1995).

Definition 3.23: Projektion

Ein beschrinkter Operator P : X — X wird als Projektion bezeichnet, wenn P? := PP = P ist. Der Operator
wird orthogonale Projektion genannt, wenn zudem gilt P* = P, d.h. P ist selbst-adjungiert.

Beispiel 3.25 (Rieszsches System). Sei A: 2(A) — X ein Rieszscher Operator gemdfs Definition 3.9 mit
(einfachen) Eigenwerten {A,},en und entsprechenden Eigenfunktionen {¢,} nen, die eine Riesz—Basis fiir X
bilden. Sei zudem {y ,,} nen die Menge der Eigenfunktionen des adjungierten Operators A* die ebenfalls eine
Riesz—Basis fiir X bilden, wobei gelte, dass{$p,,, W) x = 8 ,,m. GemdfS den vorherigen Ausfiihrungen erlaubt A
eine Darstellung in der Form

Ax=) Ap(x,,)xW,,.

neN

Sei der Operator Py : X — Xy gegeben durch

N
Pn=) W) xP,. (3.193)
n=1

Offensichtlich definiert Py eine Projektion, da gilt

N /N N N
PnPn = Z<Z<"Wj>x¢j’Wn>X¢n =2 2 W IxP W, xn =Py

n=1 \j=1 n=1j=1

Zudem ist Py eine orthogonale Projektion, wenn A selbst-adjungiert ist, da dann ¢, = y , gilt. Die Projektion
Py wird oft auch im Rahmen der so genannten modalen Zerlegung des Zustandsraumes verwendet, bei der
mittels Py und der Projektion

Pr= ) @) x¢,. (3.194)
n=N+1

eine Zerlegung der spektralen Darstellung in ein N-dimensionales Teilsystem (iiber Py) sowie das entspre-
chende residuale unendlich-dimensionale Teilsystem (iiber Pr) erzielt wird.

Mit der Zerlegung des Zustandsraums geht direkt eine Zerlegung des Zustandsvektors x(¢) gemal

x(1) =xN(8) + xg(f) = Pnyx(£) + Prx(t) = Pnxn(8) + Prxg(1)
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einher. Die letzte Gleichung ist eine direkte Konsequenz aus PIZV = Py bzw. Pf? = Pp. Dies erlaubt insbesondere
eine Aufspaltung des Systems (3.190)-(3.192) in die Teilsysteme

dxy (1)
az = Anxn(t) + ANrxg(£) + Byu(t), t>0 (3.195)
dxg (1)
T = Apnxn (1) + Arxgr(f) + Bru(t), t>0 (3.196)
y(£) = Cnyxn(8) + Crxp(D), =0, (3.197)

mit Ay = PyA=PNnAPN, ANr = PNA=PnAPR, By = PNB, Agy = PRA= PRrAPN, AR = PRA= PRrAPR, Bg =
PrB, Cny =CPynund Cgr = CPg.

Beispiel 3.26 (Rieszsches System (Beispiel 3.25 kont.)). Die Eingangs— und Ausgangsoperatoren seien durch

m
Bu=) b;u;, b;:U—-X (3.198)
i=1

Cx =[x, ¢1)x,.... (X, cpx] ", ch:X—Y (3.199)

gegeben. Mit xn(t) = Pyx(t) und xr(t) = Prx(t), wobei Py und Pg durch (3.193) und (3.194) definiert sind,
ergibt sich fiir

dx(t)
i = Ax(t) + Bu(t), x(0) =x9€2(A)
y(1) = Cx(1),

die Zerlegung in die beiden Teilsysteme entsprechend

dXN(t) N N m N
= Y (Ax(D) +Bu(), W ) x$, = Y, Anlx(0), W) xp, + > ui(t) Y (bi, W, xP,
dt n=1 n=1 i=1 n=1
M (X, 9x (br,wdx (b2, wypx ... (bmWx
=@y : +®y : : u(t)
An| [{x X (br,y\yx (b2, Wpdx ... (bm,Wadx
(3.200)
mit®yn =[P, P,,..., o] und
———= ) (Ax()+Bu@®),y ) yxb,= Y AW, xdp,+ Y ui() Y, (bW ixd,
dr n=N+1 n=N+1 i=1 n=N+1
AN+1 (X, W N X b, ¥n0x oo b, WX
=®p AN+2 X, Wnx | +Pr [BrL, Yy dx oo (b, W) x| uw(?),
(3.201)

wobei ®p = [Py, 1, P .o, .- .]. Dabei sei angemerkt, dass sowohl xn(t) als auch xg(t) gemdfs der Konstruk-

tion der Projektionen Py und Pg Funktionen von z und t darstellen. Ein Vergleich mit (3.195) und (3.196)
zeigt unmittelbar, dass hier aufgrund der Riesz—Basis Eigenschaft der Komponenten ¢, und v ,, fiir die
Kopplungsterme gilt Ayg =0 und Arn = 0.

Die bekannte modale oder spektrale Systemdarstellung in der Form gewdhnlicher Differenzialgleichungen in
den entsprechenden Fourier—Koeffizienten erhdlt man aus (3.200) und (3.201) wegen xn(t) = ZQLI x@),y,)xd,
und xp(t) = X5\ X0, W) x},, durch die sukzessive Projektion auf die Basis {wn}lryzl von Xy bzw.
W5 ye1 von Xg. Mit xp N (8) :={x(0), W ) x, n=1,2,..., N und xpg(t) :={x(8), y ) ) x, n=N+1,N+2,...
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kann (3.200) in

dxp,n (1)

. =A@+ [(BLw)x o B w,)x] B, n=12,.,N (3.202)

tiberfiihrt werden, wéihrend sich (3.201) entsprechend auf die Form

dxp,r(1)

- =/1nxn'R(t)+[<b1,wn)X (bm,wn)x]u(t), n=N+1,N+2,... (3.203)

reduziert. Diese formale Aquivalenz zwischen (3.200), (3.201) und (3.202), (3.203) bzw. speziell zwischen Xy
und RN wird auch als Isomorphismus bezeichnet.

Alternative Methoden zur Zerlegung des Zustandsraumes bieten beispielsweise gewichtete Residuenverfahren,
darunter insbesondere die Galerkin-Methode.

3.4.2.2 Zustandsriickfiihrung mit Zustandsbeobachter

Der eigentliche Entwurf einer realisierbaren endlich-dimensionalen Zustandsriickfithrung erfolgt anhand von
(3.195) und (3.197) unter Vernachlédssigung des Residuenanteils Axyrxp(¢) und des Anteils Crxr(#), womit sich
das Entwurfsmodell zu

dxy (1)
az =Anxn(f)+Byu(t), t>0 (3.204)
y() = Cnxn(1), t=0, (3.205)

ergibt. Es ist leicht einsichtig, dass dieser Ansatz die exponentielle Stabilitdt der Residuendynamik bedingt, d.h.
die Dimension des Entwurfsmodells ist so zu wéhlen, dass Ar der Generator einer exponentiell stabilen Cy—
Halbgruppe Tg(f) ist mit || Tr ()| < Mgexp(—wgt), Mg = 1, wg > 0. Die Riickfithrung kann nun beispielsweise
gemal

u(t) = Knxn(1) (3.206)

mit dem Zustandsbeobachter

diy . .
o = ANXN(D) +Byu(t) + Ly[y(t) - CnEn(D)], =0 (3.207)
in(0) = &o (3.208)

entworfen werden. Voraussetzung ist hierzu, dass das System X(Ay, By, Cn) vollstindig steuerbar und beob-
achtbar ist.

Das Blockdiagramm des geschlossenen Regelkreis fiir (3.195)—(3.197) mit (3.206) sowie (3.207) und (3.208) zeigt
Abbildung 3.8. Dementsprechend wird die Dynamik des geschlossenen Regelkreises durch die Gleichungen

xn(1) AN ANR BnKN xn(1)
% xp()|=| ARy Ar BrKn xp(1) (3.209)
Xn(1) LnCy LnCr AN +BnKn—LnCn| [Xn(D)
Y ’

beschrieben. Insbesondere sind hierbei die so genannten ,,Spillover”’-Effekte leicht zu identifizieren (Balas,
1978a; Balas, 1978b; Balas, 1978c; Giilich, 1984). Hierbei bewirkt der so genannte ,,Control Spillover” eine
Anregung der Residuendynamik x(#) mittels des Terms Br K. Falls kein Beobachter im Regelkreis enthalten
ist (X (#) = x(2)) bzw. falls das Messsignal keinen Anteil von x(#) beinhaltet (Cg = 0) so wird hiermit nur eine
ungewtiinschte Anregung der Residuendynamik erzielt, deren Dynamik bleibt jedoch unverdndert. Dem gegen-
liber wird im Fall des so genannten ,,Observation Spillover” eine Riickfiihrung des im Messsignal vorhandenen
Residuenanteils y,(#) = Crxr(f) erzeugt, die eine ungewiinschte Beeinflussung der Residuendynamik bewirkt.
Folglich ist leicht einsichtig, dass hierdurch die Stabilitét des geschlossenen Regelkreises verdndert wird und
dies im Extremfall sogar in einer instabilen Dynamik des geschlossenen Regelkreises resultiert.
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'Verteilt—parametrische Regelstrecke

Abb. 3.8: Geschlossener Regelkreis fiir das verteilt-parametrische System (3.204), (3.205).

Beispiel 3.27 (Rieszsches System (Beispiel 3.26 kont.)). Die obigen Ausfiihrungen konnen unmittelbar
auf das betrachtete Beispiel eines Rieszschen Systems iibertragen werden. Um jedoch die hierbei erzeugten
»Spillover”-Effekte illustrieren zu kénnen, werden im Folgenden zwei Beispiele Rieszscher Systeme genauer
analysiert.

¢ Instabiles Diffusions—Reaktionssystem: Es kann leicht gezeigt werden, dass sich die Eigenwerte und

Eigenfunktionen des selbst—-adjungierten Operators

2
Ax= 37326 +ux, PD(A) = (x € HA0,1)| x(0) = x(1) = 0} © X = 12(0, 1)

zU Ay = p— (nm)? und ¢, (2) = V2sin(nnz), n € N ergeben. Fiir u> n® treten somit Eigenwerte in der
offenen rechten Halbebene auf, weshalb das System in diesem Fall instabil ist (es gilt die ,spectrum
determined growth assumption”). Der Stelleingriff erfolgt punktformig an der Stelle { € (0,1), d.h.
b(z) = 6(z—{), womit sich mit den Analyseschritten aus Beispiel 3.26 und insbesondere (3.202), (3.203)
die folgenden modalen bzw. spektralen Darstellungen

x1,n(1) ‘ '/11 x1,n(8) $1(0)

d . B . . .

rri " Sl A O
N0 | An| | xn,n(2) on ()

fiir das zum Reglerentwurf herangezogene Teilsystem und

xn+1,r(2) AN+l xXN+1,R(2) On+1(0)

d
7 XN+2,r(D) | = AN+2 XN+2,R(E) | + [PN+2(0) | u(t)

fiir das Residuensystem ergeben. Insbesondere sei bemerkt, dass die Dimension N des Entwurfssystems
so zu wdéhlen ist, dass alle Eigenwerte mit positivem Realteil in diesem abgebildet sind. Wie in Abschnitt
3.2.3 gezeigt, erfordert die approximative Steuerbarkeit, dass ¢, ({) # 0 fiir alle n € N, was im Weiteren
als erfiillt vorausgesetzt wird. Speziell werden die folgenden Werte angenommen = n’+2, N =2 und
{ =1/m. Als MessgrifSe dient y(t) = x(, t) mit{ = 2/m, was sich entsprechend der obigen Ausfiihrungen in
Cy = [v2sin(m), v2sin(@2n()] = [vV2sin(2), v2sin(4)] iibertriigt. Der Entwurf der Zustandsriickfiihrung

3.4 Regelungsentwurf mittels Zustandsriickfiihrung

d t YN
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“Control Spillover” “Observation Spillover”
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» Bp :Bclft( ) :ARNIBN(t)—l—ARIL‘R(t)—FBRu(t) Cr o)
u dz R A Yy
Ky T = Avex(0) + Byu() + Ly [y() — Cyin (1))
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und des Zustandsbeobachters erfolgt mittels Eigenwertvorgabe fiir das Teilsystem mit dem Komponenten
x1(t) und x,(t). Die Eigenwerte fiir Zustandsregler und —beobachter werden dabei zu A,,® = A,, — 5 und
/lff" = A, —10 fiir n = 1,2 gewdihlt. Zur numerischen Bestimmung von Ky und Ly wurde der Befehl
place von MATLAB verwendet.

Die sich hieraus ergebenden Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises durch die Analyse der Eigenwerte
der Matrix M aus (3.209) fiir eine wachsende Anzahl von Komponenten des Residuensystems zeigt
Abbildung 3.9. Diese numerischen Ergebnisse liefern zumindest einen Indikator, dass der geschlossene
Regelkreis mit Zustandsregler und —beobachter auf Basis des N = 2—dimensionalen Entwurfssystems
exponentiell stabil ist. Moglichkeiten diese Beobachtung auch theoretisch zu manifestieren werden im
nachfolgenden Abschnitt einfiihrend vorgestellt.

= np=0 x ng=0

o np=1 O np =

o np= 10 o ng =10

nr = 100 nr =100
0.5- 0.5+
or or® -« @ »
-0.5r -05¢
_1 ; ; ; ; ; i 1 ; ; ; ; ; ; ; ; ;
-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 -40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5
R{A} x 10" R{AY
(a) Gesamtverteilung (b) Teilausschnitt

Abb. 3.9: Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises fiir das instabile Diffusions-Reaktionssystem bei Variation der

Dimension ng des Residuensystems. Hierbei entspricht 7y = 0 der Analyse des geregelten Entwurfssystems.

* Ungeddidmpfte Wellengleichung: Wie in friiheren Abschnitten gezeigt wurde, kann die lineare Wellen-

gleichung durch die Einfiihrung des Zustandsvektors x(t) = [x(-, 1), %] T in eine Form gemdf (3.190)
tiberfiithrt werden, mit

Ax = afi . D(A)={xe H*(0,1)® H' (0,1)| x1(0) = x; (1) =0} = X= H'(0,1) & L*(0, 1).
022
Die weitere Konfiguration und die Eingangs— und Ausgangsoperatoren entsprechen denen des linearen
Diffusions-Reaktionssystems. Das resultierende System kann leicht in die modale bzw. spektrale Form
entsprechend (3.202), (3.203) iiberfiihrt werden, wobei hierbei zu beachten ist, dass simtliche Eigenwerte
rein imagindir sind mit A, = inm, n € Z. Der weitere Entwurf erfolgt identisch zu obigem Beispiel**.

Die Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises durch die Analyse der Eigenwerte der Matrix M aus (3.209)
fiir eine wachsende Anzahl von Komponenten des Residuensystems zeigt Abbildung 3.10. Hierbei wird,
im Gegensatz zum Diffusions-Reaktionssystem, der Effekt des ,, Control Spillover” sowie insbesondere des
»Observation Spillover” deutlich, der ein instabiles Verhalten des geschlossenen Regelkreises fiir ng > 1
bewirkt. Es sei bemerkt, dass die durch die Zustandsregelung mit —beobachter induzierte Instabilitét im
geschlossenen Regelkreis sehr héiufig bei schwach oder ungeddmpften Systemen zu beobachten ist und
entsprechend auch experimentell nachpriifbar ist.
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Abb. 3.10: Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises fiir die Wellengleichung bei Variation der Dimension ng des
Residuensystems. Hierbei entspricht ng = 0 der Analyse des geregelten Entwurfssystems.

Zur Einddmmung der , Spillover”-Effekte sind zusitzliche Malnahmen notwendig. Direkt einsichtig ist dabei die
Forderung nach Br = 0 bzw. Cg = 0. Keine der beiden Forderungen kann im Allgemeinen fiir reale System exakt
erfiillt werden, da dies die Platzierung von Aktoren und Sensoren derart erfordert, dass keine Anregung bzw.
Messung der unendlich-dimensionalen Residuendynamik erfolgt. Eine Unterdriickung bzw. Abschwichung
des ,Spillovers” kann z.B. durch die Anwendung dynamischer Regler oder Filter erfolgen (Balas, 1978b).

3.4.2.3 Stabilitit des geschlossenen Regelkreises

Es stellt sich nun die Frage, unter welchen Bedingungen die Anwendung der so entworfenen Riickfithrung
auf die verteilt-parametrische Regelstrecke zu einer exponentiell stabilen Dynamik des geschlossenen Re-
gelkreises fithrt. Zur Beantwortung dieser Frage wird das (an sich naheliegende) Konzept der so genannten
stabilisierenden Unterridume (,stabilizing subspaces”) herangezogen (Balas, 1998).

Definition 3.24: Stabilisierenden Unterraume

Das System X (A, B,—) aus (3.190) besitzt die stabilisierenden Unterrdume Xy und Xg, falls, neben der
Bedingung, dass Ar infinitesimaler Generator einer exponentiell stabilen Cp—Halbgruppe ist, auch Ay =
A+ BK exponentiell stabil ist mit einer Stabilitdtsreserve wy fiir K: X — R™, K = KPy = Ky.

Diese Definition sagt im Wesentlichen aus, dass

An+BnKn  Anr
0 =
ARNn + BrKy AR

durch eine endlich-dimensionale Riickfiihrung exponentiell stabilisierbar ist. Aus praktischer Sicht bedeutet
dies, dass alle Zustinde mit Ausnahme einer endlichen Anzahl die Stabilititsreserve wy aufweisen miissen und
diejenigen die diese nicht erfiillen durch die Verstarkung Ky stabilisiert werden. Nach Curtain, 1985 ist diese
Bedingung fiir alle Rieszschen Operatoren A erfiillt, falls (A, By, Cy) minimal ist.

Ausgehend von diesen Betrachtungen gibt (Balas, 1998) den folgenden Satz zum Nachweis der exponentiellen
Stabilitdt des mit (3.206)—(3.208) geschlossenen Regelkreises fiir das SVP (3.190)—(3.192) an.

14gamtliche Formulierungen sind leicht auf die Indexmenge Z {ibertragbar. Alternativ kann (3.190) auch in eine abstrakte Differenzialglei-
chung 2. Ordnung tiberfiithrt werden.

3.4 Regelungsentwurf mittels Zustandsriickfithrung
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Satz 3.19

Seien die Voraussetzungen

(i) Z(Apn,Bp,Cy) ist vollstdndig steuerbar und beobachtbar,

(ii) die Beobachterverstirkung Ly in (3.207) ist so gewdhlt, dass das Spektrum von Ay — LyCy links
einer Geraden —&@y, @y > 0 in der komplexen Ebene liegt, d.h. Ay — LyCy ist Generator einer
Matrixexponentialfunktion T (¢) mit || Ty (2)|| < My exp(—ont), t =0,

(iii) [lAgll = Mrexp(—wgt) mit Mg =1, wg >0, und
(iv) die Unterrdume X und Xy sind stabilisierende Unterrdume fiir (A, B, —) wobei || Agll = |A+ BKy| <

My exp(—wot) mit 0 < wy < dp,

erfiillt. Dann erzeugt die Riickfithrung (3.206)-(3.208) einen exponentiell stabilen geschlossenen Regelkreis

dx(1)
o = Apx(t) + BKyepn(1), t>0
den(1)
ar = (Ay—LnCn)en(t) + (LnCr — Anr)X(2), t>0

mit en (1) = Xy (1) — xn (1), falls
wo
ILNCr— Anrll = M

mit M = MyMy(1 +n+n%) und 5 = | BKy |/ |wg — @ .

Mogliche Anwendungen dieses Satzes und verwandter Resultate in Curtain, 1985 erfordern detaillierte Analysen
des zugrunde liegenden verteilt-parametrischen Systems, so dass, dhnlich zu den in Abschnitt 3.3.3 diskutierten
Methoden zum Stabilitdtsnachweis nach Lyapunov, keine allgemein giiltigen Entwurfskriterien abzuleiten sind.

Anmerkung 3.10

Falls die Projektion und damit die Zerlegung des Zustandsraumes unter Einbezug Eigenfunktionen des
Systemoperators erfolgt, dann konnen weiterfithrende Stabilitdtsaussagen bzw. Analyseschritte durch-
gefiihrt werden. Hierzu sei insbesondere auf die Ausfiihrungen in Curtain, 1985 verwiesen, die zudem
konkrete Kriterien zum Entwurf und der Wahl der Dimension des Entwurfssystems liefern.
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Kapitel 4

Flachheitsbasierte Methoden

In den bisherigen Abschnitten wurden Methoden zur Systemanalyse und zur Stabilisierung verteilt—-parametrischer

Systeme mittels Ausgangs— bzw. Zustandsriickfithrung diskutiert. Dariiber hinaus stellt sich bei vielen prak-
tischen Problemen, beispielsweise in der Robotik oder Verfahrenstechnik, die Frage der Realisierung einer
Trajektorienfolge. Zu deren Beantwortung hat sich bei nichtlinearen endlich-dimensionalen Systemen die
Eigenschaft der differenziellen Flachheit als eine geeignete Basis zur Trajektorienplanung sowie zum sys-
tematischen Entwurf von Steuerungen und Folgeregelungen mit Beobachter erwiesen (Fliess, Lévine u. a.,
1995). Aktuelle Arbeiten befassen sich insbesondere mit der Erweiterung der flachheitsbasierten Methoden
auf verteilt—-parametrische Systeme, wobei speziell die Trajektorienplanung und der Steuerungsentwurf im
Mittelpunkt der Untersuchungen stehen (siehe z.B. die Monographie Meurer, 2013a und dortige Referenzen).

Im Folgenden wird eine Einfiihrung in die grundlegenden Konzepte der flachen Systeme und insbesondere
deren Anwendung auf SVPn gegeben. Dies erfolgt vor dem Hintergund der Ubertragung des in Abbildung
4.1 gezeigten Blockdiagramms der Zwei-Freiheitsgrad Regelkreisstruktur mit flachheitsbasierter Trajektorien-
plaung und Vorsteuerung kombiniert mit Ausgangs— bzw. Zustandsriickfiihrung mit -beobachter. Der Entwurf
der stabilisierenden Riickfiihrung kann dabei fiir lineare SVPn mit den in den vorangegangenen Kapiteln
eingefiihrten Methoden erfolgen.

y* u* Entwurf tiber flachheitsbasierte
> >-1 Methoden — Kap. 4
x* Au u y
= —0 Zoo |
<
2B -

Ausgangs- bzw. Zustandsriickfithrung und -beobachter — Kap. 2 und 3

Abb. 4.1: Zwei-Freiheitsgrad-Struktur des Regelkreises mit flachheitsbasierter Trajektorienplanung £*, Vorsteuerung £~ !,
Zustandsregler X, Zustandsbeobachter X g und verteilt-parametrischer Strecke Z.
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4.1 Flachheit endlich-dimensionaler nichtlinearer Systeme

Zur Illustration der Eigenschaften flacher Systeme und zur Motivation flachheitsbasierter Methoden wird im
Folgenden zunichst eine Einfithrung anhand endlich-dimensionaler nichtlinearer Systeme gegeben. Diese
dient als Ausgangspunkt fiir die Ubertragung des flachheitsbasierten Entwurfes auf SVPn.

Flache Systeme wurden von M. Fliess, J. Lévine, P. Martin, P. Rouchon ab 1992 (Fliess, Lévine u. a., 1992; Fliess,
Lévine u. a., 1995) zunichst in einem differenzial-algebraischen Rahmen eingefiihrt und 1999 (Fliess, Lévine
u.a., 1999) in die differenzial-geometrische Betrachtungsweise nichtlinearer Systeme integriert. Der Begriff
der Flachheit kann kurz gesagt als eine Verallgemeinerung des Begriffs der exakten Zustandslinearisierung
durch statische Zustandsriickfiihrung angesehen werden. Insbesondere erweist sich, wie im Weiteren gezeigt
wird, die Eigenschaft der (differenziellen) Flachheit als &ulerst niitzlich zum Entwurf einer Vorsteuerung bzw.
einer Regelung zur Trajektorienfolge im offenen bzw. geschlossenen Regelkreis fiir ein nichtlineares System.
Hierzu werden Basisgroen, die so genannten flachen Ausgiinge gesucht, die das System dynamisch vollstindig
beschreiben. Formal ergibt sich hieraus die folgende Definition (Fliess, Lévine u. a., 1995; Rothful3, 1997).

Definition 4.1: Flaches System

Ein nichtlineares System
x=f(xu), t>0, x(0) =x9, xeR", ueR™ 4.1)

heiRt differenziell flach, wenn es einen fiktiven Ausgang y = [y1,..., ym]” gibt, der die folgenden Bedin-
gungen erfiillt:

(i) Die Ausgédnge y;, i =1,..., m lassen sich als Funktionen von x, # und einer endlichen Anzahl von
Zeitableitungen ui(k), k=1,...,a; ausdriicken, d.h.

y=¢(x ul,...,ul(“l),...,um,...,um(“’")) :(p(x, u, u,...,u(“)). 4.2)

(ii) Die Zustdande x und Eingédnge u lassen sich als Funktionen der (fiktiven) Ausginge y; und einer
endlichen Anzahl ihrer Zeitableitungen ylgk), k=1,...,0; darstellen, d. h.

=@ (v Ty v ) = 1 (93 y V) (4.32)
u=q, (yl,...,yiﬂl),...,ym,...,yﬁg’")) =g, (y,j/,...,y(m) (4.3b)

(iii) Die Komponenten von y sind differenziell unabhdngig, d.h. es existiert keine Dgl. der Form

0(y,3,...y")=0. (4.4)

Ist Bedingung (ii) erfiillt, so ist Bedingung (iii) 4quivalent zu dim y = dim u. Wenn die fiktiven Ausgénge y;,
i=1,...,mdie Bedingungen (i) bis (iii) erfiillen, so heilen diese flache Ausginge.

Zusammenfassend sind nachfolgend einige wichtige Eigenschaften flacher nichtlinearer endlich-dimensionaler
Systeme aufgefiihrt:

(k)

* Die Gleichungen (4.3) lassen sich fiir y,

f(xg, ur) des Systems (4.1) verwenden

=0, k = 1 auch zur Analyse des stationdren Verhaltens 0 =

xR =(p1(yR)Oy--~)0) :(_pl(yR)) uR :(pz(vaow--)o) =¢2(J’R)-

¢ Ein flaches System hat keinen eindeutigen flachen Ausgang. Vielmehr konnen mehrere fiktive Ausgidnge
existieren, die die Bedingungen von Definition 4.1 erfiillen. Gibt es mehrere flache Ausginge, so kénnen
sie ineinander umgerechnet werden, d. h. sind y und y flache Ausgénge fiir (4.1), so gibt es Beziehungen
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der Form

5(8)

y=03¥9...7)=y=a(.j...y*). (4.5)

¢ Fiir lineare Systeme sind Flachheit und Steuerbarkeit 4quivalent.

¢ Flachheitsbasierte Vorsteuerung: Fiir y = y*(¢) kann man mit Hilfe von (4.3) die Steuerung u* (¢) be-
stimmt werden, die die Trajektorienfolge x — x* (¢) realisiert, ohne dabei die System-Dgl. (4.1) zu inte-
grieren:

FO=@(y @3 @,y P V0) w =0,y o5 0,y P ).

Die berechneten u*(f) und x* (¢) konnen dazu benutzt werden, vorab Beschrankungen der Eingangs-,
Zustands— und Ausgangsgroen zu tiberpriifen. AuBerdem dienen die Trajektorien x* () und y*(¢) =
h(x™ (1)) als Referenz fiir eine Zustandsriickfiihrung bzw. Ausgangsregelung.

¢ Flachheitsbasierte Folgeregelung: Da flache Systeme durch eine geeignete Zustandsriickfiihrung exakt
zustandslinearisierbar sind, konnen lineare Methoden zum Regelungsentwurf herangezogen werden. Die
Zustandslinearisierung durch dynamische oder quasi-statische Zustandsriickfiihrung kann verwendet
werden, um beim Trajektorienfolgeproblem den Fehler e(f) = y(¢)—y™ () zu stabilisieren. Wird das System
(4.1) durch eine Zustandsriickfiihrung in Brunovsky-Form tiberfiihrt, so kann mit Hilfe der Brunovsky-
Normalform eine Eigenwert—Vorgabe fiir die Dynamik des Trajektorienfolgefehlers ef.k) (1) = yﬁk) (1) -

y;‘ (k) (n,i=1,...,m,k=1,...,x;—1 vorgenommen werden. Fiir die Dynamik des Trajektorienfolgefehlers

(x1-1)

T
. . (xm—1)
e:[el,el,...,el -1 TR - ]

werden durch
) Ki—l k k
vi=y; 0= Y pu(yP -y Pw), i=1...m
k=0

und eine geeignete Wahl der Parameter p;, i =1,...,m die Eigenwerte der Fehlerdynamik vorgegeben.

Offensichtlich weisen flache Systeme giinstige Eigenschaften zur Lésung des Trajektorienfolge-Problems
fiir nichtlineare endlich—-dimensionale Systeme auf. Es stellt sich somit die Frage, ob eine Erweiterung bzw.
Ubertragung dieser Entwurfsmethodik auf verteilt-parametrische Systeme moglich ist. Dies ist Gegenstand der
folgenden Abschnitte.

4.2 Flachheit parabolischer SVPn

Ein naheliegender Ansatz zur Ubertragung der flachheitsbasierten Methode auf SVPn ist durch die Anwendung
geeigneter Integraltransformationen, z.B. die der Laplace-Transformation, motiviert, wodurch eine Uberfiih-
rung der zugrundeliegenden PDgl. mit RBn und ABn in gewhnliche Dgln. ermdglicht wird. Wie im Weiteren
anhand einiger Beispiele gezeigt wird, erlaubt dies unter gewissen Annahmen die Einfithrung eines flachen
Ausgangs.

4.2.1 Trajektorienplanung fiir die Wiarmeleitungsgleichung

Fiir den dargestellten Warmeleiter mit idealer Isolierung an z = 0 und Temperaturvorgabe durch die externe
Funktion u(t) anz=1

4.2 Flachheit parabolischer SVPn
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u(t)

x(z,t) le——

fiihrt eine Energiebilanz unter der Annahme Fourierscher Warmeleitung auf die lineare Warmeleitungsglei-
chung in der Temperatur x(z, t), d.h.

0x(z, 1) _ Adzx(z, )

ot 922 z€(0,1), t>0 (4.62)
0x
E(O, t) :Oy x(l)t) = u(t)r t>0 (46b)
x(z,0) = xo(2), z€[0,1]. (4.6¢)

In den weiteren Analyseschritten wird angenommen, dass alle Variablen in (4.6) dimensionslos sind, was durch
eine entsprechende Normierung leicht erreicht werden kann. Fiir x(z) = 0 ergibt sich durch Anwendung der
Laplace-Transformation die drtliche Randwertaufgabe

d’X(z,s) s odx
T = IX(Z’S)' mit E(O,s) =0, X(1,s)=U(s)

mit der Losung

cosh(uz)

X(z,5) =G(z,5)U(s) mit G(z,s)=
cosh(y)

4.7)

mit y = \/E . Ausgehend von der Bestimmung der Ubertragungsfunktion G(z, s) soll im Weiteren die Existenz
eines flachen Ausgangs tiberpriift werden.

|

Zur Bestimmung der so ermittelten Zustands— und Eingangsparametrierung im Zeitbereich wird die Reihenent-
wicklungen der cosh-Funktion herangezogen.

| |
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Die so erhaltene formale Parametrierung der Temperatur x(z, t) und des Eingangs u(¢) durch den flachen
Ausgang y(t) = x(0, t) und dessen Zeitableitungen bedingt den Nachweis der Konvergenz der Reihen durch eine
geeignete Vorgabe von Trajektorien ¢ — y* () fiir den flachen Ausgang. Hierzu sind einige Vorbemerkungen
notwendig:

(i) Satz von Cauchy-Hadamard: Fiir den Konvergenzradius p einer Potenzreihe ., a, z" gilt

. 1
falls lim,, .o |an|" — 00

=]

o) falls lim,,—.o Ianﬁ =0

sonst.

. 1
limsup,,_.o lanln

Hierbei bezeichnet limsup,,_. . IanI% den groBten Haufungspunkt der Folge IaHI% (Heuser, 1993).

(i) Stirling Formel: Sei n > 1, dann gilt
nl ~2rn"*s e

wobei a, ~ b, ausdriickt, dass das Verhéltnis von a, /b, fiir n — oo gegen 1 strebt, d.h. hier gilt

n!
lim 1 = 1.
n—oo 2nnn+§e—n

Des Weiteren wird der Begriff einer so genannten Gevrey—Funktion bendétigt (Hua und Rodino, 1995; Fliess,
Mounier u. a., 1997; Rudolph, 2003).
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Definition 4.2: Gevrey Funktion

Eine Funktion y(#) : Q — R wird als Gevrey-Funktion der Ordnung a bezeichnet, falls y(#) € C*°(Q) und
positive Konstanten M, R so existieren, dass

M
sup MARIG]E TG (4.8)

Mit diesen Anmerkungen gliedert sich der Konvergenznachweis wie folgt.

Kapitel 4 Flachheitsbasierte Methoden




Trajektorienplanung fiir den flachen Ausgang

Es ist leicht ersichtlich, dass die Anwendung dieser Methodik zum flachheitsbasierten Steuerungsentwurf auf
der Planung geeigneter Trajektorien fiir den flachen Ausgang beruht. Speziell sind hier zwei Zielsetzungen zu
unterscheiden:

¢ Arbeitspunktwechsel: Eine in der Praxis hdufig vorkommende Steuerungs- oder Regelungsaufgabe
betrifft die Realisierung eines Arbeitspunktwechsels in einem vorgegebenen Zeitintervall [0, T']. Fiir die
Steuerung des Warmeleiters (4.6) erfordert dies den Entwurf einer Steuerfunktion

u* (1), tel0,T]: x"(2,00=x;5(2) — x"(2,T) = x}(2). (4.9)

Dabei wird angenommen, dass die Ortsprofile x(’; (2), x}(z) mit xg 1) = u(’; und x;(l) = u’} Losungen der
(4.6) gehorenden stationdren Randwertaufgabe

d*x;

dz?
*

—o, z€(0,1), i €{0, T}
d—z"(O) =0, x’()=u

sind und die Anfangs- und Endwerte u; = u* (0) und uy, = u* (T) der Steuerfunktion ©* (¢) bekannt sind.

Der Arbeitspunktwechsel kann alternativ auch durch die entsprechenden Anfangs- und Endwerte der
Regelgrole y vorgegeben sein. Die dann zu planende Solltrajektorie y* (#) muss die beiden Randpunkte
¥p und y7. in geeigneter Weise verbinden

=yt tel0, Tl YO =y — ¥y (M=y; mit y*?| =0, i>0. (4.10)

Die eigentliche Aufgabe des Steuerungsentwurfs betrifft die Planung der Solltrajektorie y* (¢) fiir den
flachen Ausgang. Damit die in (x%) berechnete Steuerung u*(t) realisierbar ist, muss die Solltrajek-
torie y*(#) in dem Intervall [0, T] als eine C*°-Funktion angesetzt werden. Andererseits sind in den
Randpunkten ¢ =0 und ¢ = T die Funktionswerte und alle Ableitungen der Trajektorie y*(#) durch den
Arbeitspunktwechsel (4.10) festgelegt. Dies bedeutet, dass die zu planende Trajektorie in dem Inter-
vall [0, T] unendlich oft differenzierbar sein muss, aber in den Randpunkten ¢ = 0 und ¢ = T nicht
analytisch ist.

4.2 Flachheit parabolischer SVPn
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Aus diesem Grund wird wie in Fliess, Mounier u. a., 1997; Lynch und Rudolph, 2002 die Gevrey—Funktion
V(@ =y5+ 71— ¥5)Ow,r(0) 4.11)

fiir den Arbeitspunktwechsel (4.10) benutzt. Hierbei werden eine , geglattete Sprungfunktion”

0, <0
Ou (=11 t=T (4.12)
fo @i -y ¢ (o, 1)

Jo 0w, r@dr’

zusammen mit einer ,glockenférmigen Impulsfunktion”

6. (1) 0, t1¢(0,T) 013)
1) = - .
or exp(-([1-4]£)), te©)

verwendet. Beide Funktionen sind Gevrey-Funktionen der Klasse @ = 1 + 1/w (Hua und Rodino, 1996;
Lynch und Rudolph, 2002). Mit den Parametern w und T kénnen die Steilheit der Trajektorie y* () bzw.
das Zeitintervall fiir den Arbeitspunktwechsel festgelegt werden. In Abbildung 4.2 ist der Verlauf der
Solltrajektorie y*(#) fiir zwei Werte des Parameters w dargestellt.

« Ubergang zwischen beliebigen Profilen: Falls Anfangs— und Endprofil x((z) bzw. x7(z) keine stationiren
Profile des Systems darstellen, ist die Planung einer geeigneten Trajektorie zur Realisierung des gewiinsch-
ten Ubergangs deutlich erschwert. Erste Ansitze zur Losung dieses Problems werden in Laroche u. a.,
2000; Dunbar u. a., 2003 vorgeschlagen. Diese beruhen im Wesentlichen auf der geeigneten Projekti-
on des Anfangs— und Endprofils auf die Basis des zugrundeliegenden Funktionenraumes in Form von
Potenzreihen.
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>0.6

0.4f

0.2r

— w=11|]
, - - w=20
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Abb. 4.2: Trajektorie y* (f) nach (4.11)-(4.13) mit yo =0, yr =1und T =1 fiir w € {1.1,2}.

Simulationsergebnisse

Ausgehend von den obigen analytischen Ergebnissen werden im Folgenden einige numerische Resultate
zur Trajektorienfolge im offenen Kreis fiir den Warmeleiter mit Randeingriff (4.6) gezeigt. Hierzu wird die
Steuerfunktion u*(#) durch Einsetzen von y*(f) aus (4.11) ermittelt, wobei zur numerischen Auswertung
die ersten 20 Terme der entsprechenden Reihe herangezogen werden. Die numerischen Ergebnisse sind in
Abbildung 4.3 fiir eine Gevrey-Ordnung a = 2 der Solltrajektorie y*(t) dargestellt sowie in Abbildung 4.4
fiir @ = 1.5. Die Ubergangszeit wurde zu T = 1 gewihlt. Die Diskretisierung und numerische Simulation
der PDgl. (4.6) erfolgte hierbei unter Verwendung der MATLAB-Funktion pdepe. Offensichtlich entspricht
einer Verringerung der Gevrey—Ordnung eine Erh6hung der Steigung der Solltrajektorie, was zu einer deutlich
gesteigerten Stellamplitude fiihrt.

2 ' 1.5} 1

0.5r 1

t

Abb. 4.3: Simulationsergebnis fiir die Randsteuerung des Warmeleiters (4.6): Profile x(z, t) (links), Randsteuerung u* (¢)
(rechts) fiir Gevrey Ordnung @ =2 und A = 1.

4.2.2 Trajektorienplanung fiir ein nichtlineares Diffusions-Reaktionssystem

Wie im obigen Abschnitt gezeigt wurde, kann fiir lineare SVPn durch die Anwendung der Laplace-Transformation
eine flachheitsbasierte Parametrierung von Zustdnden und Eingdngen durch die Einfithrung eines flachen
Ausgangs, bzw. einer so genannten Basisgrof3e, ermittelt werden. Hierbei wurden insbesondere zum Konver-
genznachweis Potenzreihenentwicklungen der auftretenden hyperbolischen Funktionen herangezogen. Es
stellt sich somit die Frage, ob nicht die direkte Anwendung von Potenzreihen weiterfiihrende Ergebnisse liefern
kann. Eine Antwort soll im Weiteren zundchst exemplarisch anhand des flachheitsbasierten Steuerungsentwurfs
fiir ein nichtlineares Diffusions—Reaktionssystem gegeben werden.

4.2 Flachheit parabolischer SVPn
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0 0.5 1 1.5
t

Abb. 4.4: Simulationsergebnis fiir die Randsteuerung des Wiarmeleiters (4.6): Profile x(z, t) (links), Randsteuerung u* (¢)
(rechts) fiir Gevrey Ordnung @ = 1.5 und A = 1.

Hierzu wird ein verteilt-parametrisches System mit quadratischen Quellterm in dem normierten Zustand
x(z, t), beispielsweise entsprechend einer Konzentration, betrachtet, wobei der Eingriff u(¢) in das System am
Rand z =1 erfolgen soll, d.h.

0x(z, 1) :/lazx(z, 1)

2
ot a2 Ty, z€(0,1), £>0 (4.14a)
0x
&(0, =0, x(1,1=u, t>0 (4.14b)
x(z,0) = xo(2), z€[0,1]. (4.14¢)

Vereinfachend wird angenommen, dass x((z) ein stationéres Profil des Systems beschreibt. Entsprechend den
einleitenden Ausfithrungen wird der Zustand x(z, t) in Form einer Potenzreihe

e e] Z}'l
x(z,1) = &(z,0) =) Xa() = (4.15)
n=0 n!
angenommen, wobei die Koeffizienten X,(f), n € N im Weiteren aus der Existenz eines flachen Ausgangs
bestimmt werden sollen.
Flacher Ausgang und Zustands- und Eingangsparametrierung

Die formale Substitution von (4.15) in (4.14) liefert

Cauchysche Produktformel

& rdialt = i
> [F2 At -y Z('})ﬁn—ﬂtﬁjm Wm0 vEe©D
n=0 j=0 '

_

-~

L0 fiir jedes neN

Der Ausdruck formal bezeichnet hierbei die Tatsache, dass Differenziation, Quadratur und Vertauschung der
Summationsreihenfolge die gleichméRige Konvergenz der Potenzreihe bedingen. Dementsprechend ergibt sich
die folgende Bedingung an die Reihenkoeffizienten

dx, (1) " ny. ~
P —YZ(j)xn_j(t)xj(t). (4.16)

j=0

/1)?n+2(t) =

Des Weiteren fiihrt die Auswertung der RBn (4.14b) zu

2M=0 (4.17)
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[e.e] Al’l t
ut)=y, XT(,) (4.18)

n=0

wobei insbesondere
X00,1) = %o (1) (4.19)

gilt. Die dem weiteren Vorgehen zugrundeliegende Idee besteht darin, (4.16), (4.17), (4.19) als Rekursion bzw.
Differenzialrekursion zu interpretieren, woraus eine Parametrierung der Reihenkoeffizienten ableitbar wird.
Hierzu wird eine weitere Grof3e y(t) = Xo(¢) eingefiihrt, womit sich die folgenden Ausdriicke ergeben

dy(t
Ay (1) = %—wz(t)

1 1
Aks(f) = —y[(o)xl(t)y(m (Jy(t)fq(t)] =0

) diz (1) AV 2). 2\, .
A&y (1) = jt —y[(o)xz(t)xo(m(l)x%(t)+(2)xo(t)xz(t)]
_1d%y(n) dy(r) ) 3
=3 A o=g+2ry )
AXs()= ... =0

Verallgemeinert liefert dies fiir alle n € N, dass
Son(8) = @120 (y(8), 710, Y (1))
o1 =0.

Offensichtlich kann somit eine Parametrierung aller Koeffizienten X, (), n € N, des formalen Potenzreihenan-
satzes (4.15) durch y(¢) und dessen Zeitableitungen (bis zur Ordnung co) ermittelt werden, d.h.

[’} 2n
N _ . (n) Z _ .
£ 0= Y g1y, 90,0y 0) o = 012y, 50, (4.20)
e 1
= 7(0),..., " ()] — = (D)., 421
u(o H;O(PI,Zn(J/(t)ry(f), y (t))m)! P2(y(0), y(1),...) 4.21)

In Analogie zu Definition 4.1 reprisentieren (4.20), (4.21) die Gleichungen des inversen Systems, so dass y(¢) als
flacher Ausgang bzw. Basisgroe bezeichnet werden kann.

Wie einleitend erwdhnt, bedingen die obigen Ausfiithrungen die gleichméfige Konvergenz der Reihe (4.15)
bzw. (4.20) mit einem Konvergenzradius p = 1. Entsprechend den Ergebnissen fiir den linearen Warmeleiter
in Abschnitt 4.2.1 kann das Konvergenzproblem wiederum auf ein Problem der Trajektorienplanung fiir den
flachen Ausgang zurtickgefiihrt werden.

Konvergenznachweis und Trajektorienplanung

Fiir die parametrierte Reihe (4.20) kann das folgende Resultat nachgewiesen werden.

Satz 4.1

Sei t — y(¢) eine Gevrey-Funktion der Ordnung 1 < a < 2, dann konvergiert die Reihe (4.20) auf die Losung
von (4.14) mit x(0, t) = y(¢) fiir alle z € [0, 1] falls

1 M

— 4k ﬂ <A
R 2

erfullt ist.
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Der Nachweis dieses Satzes soll im Weiteren kurz skizziert werden. Hierzu wird mittels vollstdndiger Induktion
gezeigt (vgl. Lynch und Rudolph, 2002), dass gilt

na
sup |x(l)([)| <7 Mp M

(4.22)
P Rl (nho-l

mit den positiven Konstanten M, R, p. Nach dem Satz von Cauchy-Hadamard ergibt sich fiir eine Reihe
Xz, ) =X5 0 Xn (1)z"/ n! deren Koeffizienten X, (¢)/n! die Bedingung (4.22) erfiillen, der Konvergenzradius zu
p = 1/p. Das weitere Vorgehen gliedert sich wie folgt:

(i) Aus der Differenzialrekursion (4.16) fiir n = 0 ergibt sich durch Index—Verschiebung und /-fache Zeitablei-
tung der Ausdruck

r=0

2 I
A’x(n(t) A(l+1)(t) ,YZ( )Z( ) Elr)z ](t)x(l T)(t), n=2.

(i) Mit (4.22) und den Lemmata

Lemma 4.1

(4
Znagls(Znan) , e=1, a,=0.
Lemma 4.2

i+ 1
%=Z(i)ﬁ+’”(i+l—rﬂ, i,j,120.

r=0

aus Lynch und Rudolph, 2002 ergibt sich nach kurzer Zwischenrechnung die Abschétzung

120 (1) <

Mp”((n+l)!)“l( 1 M|y|)

Ri(nhe-1 A Rp2 2p?
=g(p)

Die Forderung g(p) = 1 liefert

weshalb sich ein Konvergenzradius p = 1/p > 1 fiir

1/1 M 1 M
_+_|Y|)<1 o —+—|Y|s/1

I(Rz R 2

ergibt, womit der Satz nachgewiesen ist.

Anmerkung 4.1

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass, im Gegensatz zum linearen Beispiel aus Abschnitt 4.2.1, in diesem
nichtlinearen Beispiel nur ein endlicher Konvergenzradius nachweisbar ist, der zudem von der gewdhlten
Trajektorie tiber die Parameter M, R, a sowie von den Systemparametern A, y abhéngt. Des Weiteren
zeigen numerische Ergebnisse, dass die Bedingung (4.22) oftmals zu restriktiv ist, was mit der Art der
getroffenen Abschitzung (Betrdge tiber Reihenkoeffizienten) zu begriinden ist.
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Abb. 4.5: Randsteuerung u* (1) fiir y € {0, —1, -3, -5} fiir die Solltrajektorie (4.11) der Gevrey Ordnung @ =2 und A = 1.

15

10

Abb. 4.6: Profile x(z, t) bei Randsteuerung des Diffusions—Reaktionssystems (4.14a) fiir die Gevrey Ordnung a = 1.5 und
A =1mity = -1 (links) und y = -5 (rechts).

Simulationsergebnisse

Ausgehend von den obigen theoretischen Ergebnissen werden im Weiteren einige Simulationsergebnisse
zur Trajektorienfolge im offenen Regelkreis prasentiert. Hierzu wird die verteilt-parametrische Strecke (4.14)
in MATLAB unter Verwendung der Funktion pdepe approximiert. Die Randsteuerung u* (¢) wird aus der
Parametrierung (4.21) und der Vorgabe der Gevrey-Funktion (4.11) mit T = 1, w = 2 (entsprechend a = 3/2),
Y5 =0und y; =1 als Solltrajektorie ¢t — y*(¢) fiir den flachen Ausgang y(t) = x(0, t) ermittelt.

Die entsprechenden Steuertrajektorien u* (¢) sind in Abbildung 4.5 fiir y € {0, -1, -3, -5} gezeigt. Die zugeho-
rigen numerischen Ergebnisse fiir das Profil x(z, t) bei Anwendung der reinen Steuerung sind in Abbildung
4.6 fiir y = —1 (links) und y = -5 (rechts) dargestellt. Entsprechend der Systemdynamik erfordert die Erzielung
des gewiinschten Ausgangsverhaltens — im betrachteten Fall dem Ubergang zwischen stationéren Profilen
— eine mit abnehmendem y < 0 wachsende Eingangsgrée u* (). Wenn x(z, t) als (normierte) Konzentration
aufgefasst wird, reagiert mehr des zugefiihrten Eduktes u* () ab, womit dieser Verlauf leicht zu erkldren ist. Des
Weiteren sei bemerkt, dass im Fall der quadratischen Nichtlinearitit fiir jeden konstanten Eingang u;‘, ie{0, T}
bzw. konstanten Ausgang y?, i € {0, T} zwei Ruhelagen existieren, wobei in Abhéngigkeit vom Vorzeichen von y
und den Vorzeichen von u? bzw. y; die Ruhelagen stabil oder instabil sein kénnen.

Anmerkung 4.2

Neben der Anwendung konvergenter Potenzreihen erlauben divergente Reihenparametrierungen eine
deutliche Erweiterung des Anwendungsfeldes. Hierzu ist es jedoch notwendig geeignete Summierbar-
keitsmethoden in den Entwurf zu integrieren, die die Summation einer divergenten oder langsam kon-
vergierenden Reihe auf einen Grenzwert (im Sinne der verwendeten Methode) erlauben. Anwendungen
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dieses Ansatzes sind u.a. in Laroche u. a., 2000; Wagner u. a., 2004; Meurer und Zeitz, 2004a; Meurer und
Zeitz, 2004b; Meurer und Zeitz, 2005; Meurer, 2005; Meurer und Zeitz, 2008; Meurer und Krstic, 2010;
Meurer und Krstic, 2011; Meurer, 2011 zu finden.

4.3 Flachheit hyperbolischer SVPn

Wie in Kapitel 1.2 im Rahmen der Klassifizierung von PDgln. erldutert wurde, zeigen hyperbolische SVPn gewisse
Wellenphdnomene, d.h. Anregungen breiten sich mit einer endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit entlang der
charakteristischen Richtungen aus. Da hierbei z.T. auch diskontinuierliche bzw. aufsteilende Losungen zuléssig
sind, muss insbesondere der klassische Losungsbegriff basierend auf der Differenzierbarkeit von Losungsprofi-
len abgeschwicht werden. Dies hat des Weiteren auch gewisse Auswirkungen auf die Flachheitsanalyse:

¢ Die Flachheit nichtlinearer endlich-dimensionaler Systeme x = f(x, u) beruht auf der differenziellen
Parametrierung des Zustands x(#) und des Eingangs u(t) durch den flachen Ausgang und dessen Zeita-
bleitungen. Aus Def. 4.1 folgt die Forderung, dass jede Trajektorie fiir den flachen Ausgang aus C#*! zu
wihlen ist. Eine Losung x(t) ist entsprechend mindestens einfach stetig differenzierbar.

¢ Die Flachheit bzw. Parametrierbarkeit nichtlinearer parabolischer verteilt—-parametrischer Systeme mit
Randeingriff beruht ebenfalls auf der differenziellen Parametrierung des Zustandes x(z, t) und des Ein-
gangs u(t) durch den flachen Ausgang bzw. die Basisgrolle y(¢) € C*°, d.h. jede Trajektorie fiir den
flachen Ausgang muss notwendigerweise glatt sein. Eine Losung x(z, f) ist entsprechend der Ordnung der
zeitlichen und ortlichen Differenziationsoperatoren hinreichend oft stetig differenzierbar.

Fiir hyperbolische SVPn ist der Ansatz einer differenziellen Parametrierung im Allgemeinen nicht zuldssig,
was im Weiteren anhand der verschiedenen Losungsbegriffe kurz motiviert werden soll. Hierzu wird das
Anfangswertproblem fiir eine nichtlineare Erhaltungsgleichung der Form

0x(z,t) N 0f(x(z,1) 0,
ot 0z
x(z,0) = x0(2), zeR (4.24)

zeR, t>0 (4.23)

mit dem Zustandsvektor x = [x1, ..., xy]17 und der so genannten Flussfunktion f = [fi, ..., fx] T untersucht. Das
System von PDgln. (4.23) wird als hyperbolisch bezeichnet, wenn die Jacobi-Matrix 0 f /0x rein reelle, paarweise
verschiedene Eigenwerte besitzt und ein vollstindiges System linear unabhéngiger Eigenvektoren existiert.
Eine Losung x(z, t) wird klassisch genannt, wenn x(z, t) einfach stetig differenzierbar ist bzgl. ¢ und z und
(4.23), (4.24) zumindest punktweise fiir alle (z, £) € R x R* erfiillt. Die Begriffe der schwachen Losung und
Entropielosung werden im Folgenden anhand zweier Beispiele erldutert.

e Esseien x(z,1) = x(z, 1), f(x(z, 1)) = vx(z, ) mit konstantem v und x(z) = x¢(z). In diesem Fall reprédsen-
tiert (4.23), (4.24) die lineare Transportgleichung. Deren Losung kann beispielsweise mittels des Cha-
rakteristikenverfahrens zu x(z, t) = xo(z — vt) bestimmt werden. Falls xq(z) € CY, ist folglich x(z,1) € CO.
Gilt dariiber hinaus, dass x((z) unstetig ist, folgt unmittelbar die Unstetigkeit von x(z, t), weshalb der
klassische Losungsbegriff im Allgemeinen nicht angewendet werden kann.

* Esseien x(z, 1) = x(z, 1), f(x(z, 1) = x*(z, £)/2 und x((z) = xo(2). In diesem Fall reprisentiert (4.23), (4.24)
die so genannte nicht-viskose Burger—Gleichung, die direkt in der Form

0x(z,1) +x0x(z, n 0
ot az
x(z,0) = x0(2), zeR (4.26)

zeR, t>0 (4.25)

angegeben werden kann. Die Losung der Burger—Gleichung kann {iber das totale Differenzial ermittelt
werden, da wegen

0x(z, t)dt+ 0x(z,1) dz

dx(z, 1) =
Xz =—5 0z
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gilt, dass

dx(z, 1) 0x(z, 1) N 0x(z,t) dz
dt ot 0z dt’

womit sich durch Vergleich mit (4.25) ergibt, dass

dx(z, 1) a
dr

dz
0 entlang der Kurven a x(z, 1), z(0) =C.

Mit anderen Worten, die Losung ist konstant x(z, t) = xo({) entlang der Charakteristiken z = { + xo({) .
Die Losung kann somit implizit als

x(z, 1) = %0 (2, 1))

((ZY t) =2 xO (((Zy t)) t

angegeben werden. In der (z, f)-Ebene ergibt sich somit das folgende Bild.

A
t

l l
o 0 (1 z

Y

Aus der im Allgemeinen auftretenden Mehrdeutigkeit kann beispielsweise durch die Einfiihrung des
Entropiebegriffs die physikalisch sinnvolle Losung extrahiert werden (Godlewski und Raviart, 1996).

Als Fazit dieser exemplarischen Analyse ergibt sich, dass die Differenzierbarkeit der Lésung einer hyperbolischen
PDgln. nicht mehr vorausgesetzt werden kann, womit der fiir parabolische PDgln. erfolgreich verfolgte Weg
der differenziellen Parametrierung nicht mehr unmittelbar iibertragbar ist. Die somit notwendigen neuen
Ansitze basieren im Wesentlichen auf der Anwendung des Charakteristikenverfahrens (fiir lineare und gewisse
nichtlineare PDgln.) und der Operatorenmethoden (fiir lineare PDgln). Diese werden im Folgenden anhand
geeigneter Beispiele illustriert.

4.3.1 Trajektorienplanung fiir die lineare Transportgleichung

Die Gesamtlosung der linearen Transportgleichung

0x(z,t) 0x(z, 1)
+v =0

a1 oz R z€(0,1), t>0 (4.27a)
x(0,1) = u(e), t>0 (4.27b)
Xx(z,0) = xo(2), z€[0,1] (4.27¢)

mit inhomogener Randbedingung u(f), die im Weiteren als Eingangsgrole aufgefasst wird, ergibt sich zu

x(z, t):u(t—%)U(I—§)+x0(z—vt)o(z—vt), (4.28)
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wobei o(-) die Heaviside Funktion bezeichnet. Die Losung (4.28) kann hierbei durch die Anwendung des
Charakteristikenverfahrens oder der Laplace-Transformation ermittelt werden. Die Charakteristiken folgen aus
dz/dt =, z(0) = {, so dass sich in der (¢, z)-Ebene das folgende Bild ergibt.

Y

Aus (4.28) folgt offensichtlich, dass gilt
-Vt —-vi),
x(z, 1) = {xO(Z vDoz-v) (4.29)

r<
u(t-2o(t-2), 1=

<IN <IN

womit unmittelbar ersichtlich wird, dass die Anfangsbedingungen x(z) nicht durch einen Randeingriff beein-
flusst werden kénnen.

Andererseits kann fiir # = z/v direkt eine Trajektorienfolge im offenen Regelkreis ermittelt werden. Sei y(#) =
x(z, t) mit z € (0,1]. Dann gilt wegen (4.29), dass

u(t— E) =y = ul)= y(t+ E),
v v
wobei der letzte Schritt aus einer Zeitverschiebung folgt. Dementsprechend ergibt sich
zZ—-z
x(z,t) = y(t+ T),

womit die Gleichungen des inversen Systems in Abhéngigkeit vom flachen Ausgang y(t) und dessen verzogerten
bzw. voreilenden Argument. Es ist somit leicht einsichtig, dass die Trajektorienplanung die Zeitverzégerung

A A

Y () u*(t)

0 T, T, +AT r o| AT

Abb. 4.7: Trajektorienplanung fiir die lineare Transportgleichung.

T; = Z/v, entsprechend der Wellengeschwindigkeit, beriicksichtigen muss. Des Weiteren wird im Gegensatz
zu den Ergebnissen fiir parabolische SVPn keine Forderung an die Differenzierbarkeit von Solltrajektorien
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t — y*(t) fir den flachen Ausgang y(t) gestellt. Folglich ergibt sich das in Abbildung 4.7 dargestellte Schema
der Trajektorienplanung. Dieses Beispiel zeigt, dass aus der Kenntnis der exakten Losung direkt die notwendige
Steuerung ermittelt werden kann, um eine vorgegebene Trajektorie fiir den flachen Ausgang im offenen Kreis
zu realisieren.

Fiir Stromungssysteme bietet anstelle des Randeingriffs oftmals eine Verdnderung der Strémungsgeschwin-
digkeit v die Moglichkeit, das Systemverhalten gezielt zu beeinflussen. Dies ist Gegenstand des folgenden
Abschnitts.

4.3.2 Trajektorienplanung fiir die quasilineare Burger-Gleichung

Nachdem einfiihrend die nicht-viskose Burger—Gleichung dazu genutzt wurde, den Begriff der schwachen L&-
sung fiir hyperbolische PDgln. zu motivieren, soll im Weiteren der Entwurf einer Steuerung zur Trajektorienfolge
im offenen Regelkreis fiir dieses nichtlineare bzw. quasilineare Beispiel illustriert werden. Die entsprechende
PDgl. ergibt sich zu

0x(z, 1) 0x(z, 1)
+x(z, 1) =0, z€(0,1), t>0 (4.30a)
ot 0z
x(0,1) = u(r), t>0 (4.30b)
x(z,0) = xo(2), z€[0,1]. (4.30c)

Mittels des Charakteristikenverfahrens kann direkt die Lésung

x(z, 1) =x9(z—tx(z,1)o(z—tx(z, 1)+ u (t— ) (4.31)

o)l
x(z,t) Xx(z,t)
ermittelt werden. Diese gilt jedoch nur fiir ¢ < g mit 5 dem Zeitpunkt des ersten Schnitts zweier Charakteristi-
ken. Zu diesem Zeitpunkt entsteht ein so genannter Schock, weshalb die Losung fiir ¢ = g mit so genannten
“Shock-Fitting”-Methoden fortgesetzt werden muss. Des Weiteren zeigt sich, dass wiederum der Einfluss der
Anfangsbedingung x((z) nicht durch einen Randeingriff kompensiert werden kann, so dass im Folgenden
Xo(z) =0 angenommen wird.

Sei y(t) = x(z, 1), Z € (0,1], dann gilt fiir £ = z/ y(¢), dass

u(t—i)— (1) = u()= (t+i)
o)~ T ye)

wobei die letzte Folgerung eine Zeitverschiebung beinhaltet. Neben der Eingangsparametrierung durch y(#)
kann leicht aus (4.31) die Zustandsparametrierung als

x(z,1) (t L _F )
z,t)= —

W50 x@o
bestimmt werden. Diese Gleichungen des inversen Systems zeigen unmittelbar, dass die Trajektorienplanung
t — y*(¢) die von der Solltrajektorie abhéngige Zeitverzogerung T;(y* (¢)) = z/y* (¢) berlicksichtigen muss.
Insbesondere sind keine Nulldurchgéinge von y* (1) zuléssig. Fiir den Fall y* () > 0 mit y . < y*(£) < Yy flir
t € R* ergibt sich, dass

z z z

< —<

Ymax YO Ty

womit sich die in der Trajektorienplanung zu beriicksichtigende maximale Zeitverzogerung zu T, = z/y~ .

ergibt. Ein entsprechendes Ergebnis ergibt sich fiir den Fall y* () < 0. Des Weiteren sei bemerkt, dass keine
Differenzierbarkeitsanforderung an die Solltrajektorie y* (¢) gestellt wird.

Ein numerisches Beispiel zeigt Abbildung 4.8. Hierbei wurde fiir z = 1 die Solltrajektorie zu
Y0 = Yinin + (Vnax = Vimin) Qw7 (£ = f0) (4.32)

gewihlt, wobei y . =2, y1., =10und ©,,7(-) aus (4.12) mit T =1, w = 2. Fiir fp = 0 in Abbildung 4.8 (links)
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ergibt sich ein akausales Verhalten, da die Steuerung zu negativen Zeiten ¢ < 0 aufgepragt werden muss. Wegen
T"* =1/2 ergibt sich fiir o = T;"* ein kausaler Verlauf, der in Abbildung 4.8 (rechts) fiir #, = T;*®* dargestellt ist.
Insbesondere ist im Eingangs—/Ausgangsverhalten das fiir die nicht-viskose Burger-Gleichung charakteristische
Aufsteilen der Losung zu beobachten, da die Steigung von u* (¢) immer kleiner ist als die von y* (¢).

10 = 10 — -
—Jw — W

M-y 1 %y ’
8t ] 8t ]
7t ] 7t ]
6t ] 6t ]
5 ] 5 ]
4 ] 4 ]
3t ] 3t ]
—6.5 1 —6.5 0 1.5 2

Abb. 4.8: Steuerung u* () und Solltrajektorie y* () gemiR (4.32) fiir die nicht-viskose Burger-Gleichung mit z = 1. Links:
akausales Verhalten bei Vernachlassigung der maximalen Zeitverschiebung T/ = 1/2; rechts: kausaler Verlauf
bei Beriicksichtigung der maximalen Zeitverschiebung T = 1/2.

4.3.3 Trajektorienplanung fiir die lineare Wellengleichung

Wie einleitend erwéhnt, kénnen fiir hyperbolische lineare PDgln. neben dem Charakteristikenverfahren auch
Operatorenmethoden angewandt werden. Dies soll im Folgenden anhand des flachheitsbasierten Entwurfs
einer Randsteuerung fiir die lineare Wellengleichung

*x(z,1)  ,0%x(z,1)

o C o2 z€(0,1), t>0 (4.33a)
0x 0x

_(Oy t) = u(t)r _(].,t):(), t>0 (433b)
0z 0z
0x

x(z,0) = xo(2), I (z,0) = x1(2) z€[0,1]. (4.33¢)

mit homogenen Anfangsbedingungen demonstriert werden. Hierbei bezeichnet ¢ die Phasengeschwindigkeit.
Durch Anwendung der Laplace-Transformation kann das SVP (4.33) in ein Randwertproblem {iberfiihrt werden,
dessen Losung sich im Bildbereich der Laplace-Transformation zu

B ccosh (u(s)(1—z))

X(z,$) = U(s), (4.34)

ssinh u(s)
mit p(s) = s/c ergibt. Analog zum Vorgehen in den Abschnitten 4.2.1 und 4.4 kann ein flacher Ausgang gemaQ

X(z,s) =cosh(u(s)(1-2)Y(s) (4.35)
Us) = —g sinh (u(s)) Y (s) (4.36)

mit Y (s) = X(1, s) eingefiihrt werden. Diese Gleichungen des inversen Systems konnen direkt unter Verwendung
des Verschiebungssatzes in den Zeitbereich tiberfiihrt werden, wobei sich

1 1-2z 1-2z 1-2z 1-2z
x(z,t)z—[y t+—)a(t+—)+y(t——)a(t— ) , (4.37)
2 c c c c
(t)——i['(t+l) t+l -9 t—l) (t—l) (4.38)
wO==5:1Y c)? 2 c)? c)l’ ’

Kapitel 4 Flachheitsbasierte Methoden



Abb. 4.9: Dreiecksformige Solltrajektorie y* (f) und deren Zeitableitung y* (1).

ergibt. Die hierbei auftretenden verzdgerten und voreilenden Argumente miissen insbesondere in der Trajekto-
rienplanung ¢ — y* (¢) fiir den flachen Ausgang y* (¢) berticksichtigt werden. Des Weiteren sei bemerkt, dass
es ausreichend ist, stetige Trajektorien y* (¢) € C° vorzugeben, so dass sich aus (4.38) ein diskontinuierlicher
Verlauf der StellgroBe u* (¢) ergibt.

Dies wird im Folgenden exemplarisch anhand der in Abbildung 4.9 dargestellten Solltrajektorie y* (¢) in Form
eines dreiecksférmigen Impulses der Breite 2a erldutert. Aus Kausalitidtsgriinden muss y* (¢t < 1/¢) = 0 sein. Die
entsprechende diskontinuierliche Steuerung u* (¢) zeigt Abbildung 4.10 fiir eine Pulsweite der Solltrajektorie
2a < 2/c (oben) sowie 2a > 2/c (unten). Den Effekt der Randsteuerung u* (¢) auf die Wellengleichung (4.33)

u* (1)
A

2
E+2(l

2a +a t

o=
YIS
(SN

2
E+2(l

+a t

o=

Abb. 4.10: Steuerung u* () fiir die dreieckformige Solltrajektorie y* () aus Abbildung 4.9 fiir a < 1/¢ (oben) und a > 1/¢
(unten).

zeigt Abbildung 4.11 in der (z, t, x(z, t))-Ebene. Durch den ersten Term der Steuerung (4.38),
NOE 1, t+1 t+1 (4.39)
ORI 2c Y c g c ’

wird ein dreicksformiger Impuls erzeugt, der entlang der Charakteristiken zum rechten Ende an z = 1 propagiert,
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Ausloschung durch

Wellen—
Superposition
Einlaufende Welle Reflektierte Welle
durch Steuerung " /
2
< +2a
.-"'*ﬁ (i 1
x(z,1) N S+a Iy
-
;"7 ! \ % +2a
2 oo
c / \ g
l \ | ! A\ Z +a
2 \
/ 1
\ ! c
| /
! a
i
0} 1 z
\ Steuerung g—;(o,r):u* ®

Abb. 4.11: Randsteuerung fiir die Wellengleichung (4.33) zur Realisierung der Trajektorienfolge x(1, ) = y(¢) — y* () mit
y*(¢) aus Abbildung 4.9 und Pulsweite a < 1/c.

wobei das erste Signal zum Zeitpunkt ¢t* = 1/¢ eintrifft. Aufgrund der Reflektion am freien Ende durchliuft
ein Bild des Anfangsimpulses die (z, t)~Ebene um zum Zeitpunkt t** = 2/ ¢ das linke Ende z = 0 zu erreichen.
Dieser Wellenanteil superponiert mit dem durch die Steuerung u* () eingepragten Anteil

# 1. 1 1
u(z)(t)zgy t—; g I—E ,

weshalb sich die beiden Wellen gegenseitig ausloschen.

(4.40)

Zusammenfassend sei betont, dass die Trajektorienplanung die Wellenlaufzeit beriicksichtigen muss, die, wie in
Abbildung 4.11 gezeigt und in Beispiel 3.14 theoretisch nachgewiesen wurde, einer Mindeststeuerzeit entspricht.
Diese Effekte sind wie exemplarisch illustriert charakteristisch fiir hyperbolische SVPn.

4.4 Flachheit biharmonischer SVPn

Fiir PDgIn. der Ordnung groRer zwei in den 6rtlichen Ableitungen kann zumindest fiir lineare Systeme der Flach-
heitsbegriff durch die Anwendung von Operatorenmethoden, wie beispielsweise der Laplace-Transformation,
erweitert werden. Das prinzipielle Vorgehen wird im Folgenden exemplarisch anhand des in Abbildung 4.12
schematisch dargestellten Beispiels eines Euler-Bernoulli Biegebalkens mit am freien Rand angreifenden
Moment als Stellgro3e illustriert (vgl. Beispiel 1.2).

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich in normierter Form zu

8%x(z, 1) . d'x(z,1) 0
or? az¢

0x
x(0,1) =0, —(0,1) =0,
0z

z€(0,1), t>0 (4.41a)

t>0 (4.41b)
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Abb. 4.12: Schematische Darstellung des Biegebalkens mit Auslenkung x({, 7) und externen Moment M(7).

8° 0

X0, 0=uw, ZZa,n=o0 £>0 4.41¢)
azz ) - u ) 623 ) - ) .

0x
x(z,0) = x0(2), T (2,0) = x1(2), z€[0,1] (4.41d)

wobei z=C(/L, t = T/LZ\/EI/(Ap), x(z, 1) = ¥ (2), 7(1)) und u(t) = —M(z(#)) L3/ (EI) mit Elastizitdtsmodul E,
Flachentrdagheitsmoment I, Querschnittsflache A, Dichte p und Balkenlidnge L. Im Folgenden wird xy(z) =0 =
x1(z) angenommen, d.h. der Balken ist zum Zeitpunkt ¢ = 0 unausgelenkt und in Ruhe.

4.4.1 Flacher Ausgang und Zustands- und Eingangsparametrierung

Die Anwendung der Laplace-Transformation mit X(z, s) e—o x(z, t) und U (s) e—o u(¢) liefert die Randwertaufgabe

d*X(z,9)
——— +5°X(2,5) =0, z€(0,1)
dz*
dx
X(O,S):O, _(O)S)ZO
dz

dZX(l s)=Ul(s) dsX(l s)=0
dZ2 ) - ) dZ3 ) - Y%

deren Losung durch die Substitution y*(s) = —s? leicht zu

—cos(1(s)(1—-2))+cos(u(s) L) cosh(p(s) z)+cosh(u(s)) (— cos(u(s) z) +cosh(u(s) z))
+sin(u(s)z) sinh(u(s)) + (sin(u(s)) —sinh(u(s))) sinh (u(s) 2)

Xz s)= 2122 () [1 + cos(u(s)) cosh(u(s))]

U(s)

ermittelt werden kann. Analog zum Vorgehen fiir den linearen Warmeleiter in Abschnitt 4.2.1 kdnnen die
Gleichungen des entsprechenden inversen Systems durch das Einfiihren einer Rechengroe Y (s) gemald

—cos(u(s)(1—2))+cos(u(s)) cosh(p(s) z)+cosh(u(s)) (— cos(u(s) z) +cosh(u(s) z))
X(z,5) = +sin(u(s)z) sinh(u(s))+(Zin(zy((s)))—sinh(u(s))) sinh(u(s)z) Y(s) (4.42)
ue(s

1+ cos(u(s)) cosh(u(s)) v

U(s) = 2

(s) (4.43)

bestimmt werden'. Offensichtlich stellt Y (s) einen flachen Ausgang bzw. eine BasisgroRe fiir das System dar,
wobei Y (s) keine physikalische Interpretation zuldsst.

IDie hierbei getroffene Zuweisung der Vorfaktoren 1/ (44 (s)) bzw. 1/2 erfolgt aus rein rechentechnischen Griinden im Hinblick auf die
folgende Riicktransformation.
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4.4.2 Riicktransformation durch Reihenentwicklung

Die Riicktransformation in den Zeitbereich erfolgt durch Reihenentwicklung der trigonometrischen und hyper-
bolischen Funktionen, womit sich (4.44), (4.45) zu

Z2 00 n Z4k+2 n-1 Z4k+3
X@9=\5+ L | X Grroam—m & @k 3iamn—0 -1 ]“M(s))y(s)
oo 92n-1
U(s) = (1 + nzzo @ u4n(s)) Y (s)

ergeben (Rudolph, 2003; Meurer, Thull u. a., 2008). Mittels der Korrespondenz s Y (s) e—o y(”) (1), neN, folgt die
entsprechende Reihendarstellung der Zustands— und Eingangsparametrierung zu

ZZ oo (N Z4k+2 n-1 Z4k+3 dzny(t)
o b =5yt n;(kz:o (k+2)@(n—K) & @k+3)lan--1!) d2n (@49
0 92n-1 q2n.,,¢
u=ymn+y 10 (4.45)

= @n) den

Der Nachweis gleichmiRiger Konvergenz fiir alle z € [0, 1] fithrt auf die Bedingung, dass y(f) eine Gevrey—
Funktion der Ordnung 1 < a < 2 sein muss (Rudolph, 2003). Somit kann durch Vorgabe einer Solltrajektorie
t — y*(¢) fiir den flachen Ausgang y(¢) direkt aus (4.44) die entsprechende transiente Sollauslenkung x* (z, )
ermittelt werden. Die zur Realisierung dieses Auslenkungsprofils notwendige Steuerung u*(f) ergibt sich
unmittelbar durch Auswertung von (4.45) mit y(¢) ersetzt durch y* (t).

4.4.3 Trajektorienplanung fiir die RegelgroRe

t—y (1)
Gevrey-Funktion der Zustands-
Ordnungl<a <2 Parametrierung

A

x*(z,)=p1(y* (1), 7 (D),...) Regelgrofle

Umplanung w* () =x"(1,1)

Nein Erfiillt w* (t) Ja
Vorgaben fiir
w(r)?

u'(O=@20y" (1), 7" (1),...)

M

Abb. 4.13: Schema der iterativen Trajektorienplanung falls der flache Ausgang y(#) und die Regelgroe w(t) nicht korre-
spondieren.

Es sei an dieser Stelle nochmals betont, dass y(t) keine physikalische Bedeutung zugewiesen werden kann,
so dass beispielsweise die Realisierung einer Solltrajektorie fiir die Regelgrofle w(t) = x(1, t) ein iteratives
Vorgehen erfordert, das in Abbildung 4.13 zusammengefasst ist. Insbesondere erweist sich der Verlust der
physikalischen Interpretierbarkeit des flachen Ausgangs als charakteristisch fiir PDgIn. der Ordnung gréRer
zwei in der ortlichen Ableitung (Fliess, Mounier u. a., 1997; Rudolph und Woittennek, 2002; Rudolph, 2003;
Meurer, 2013b).
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Abb. 4.14: Simulationsergebnis fiir den Euler-Bernoulli Biegebalken: zeitlicher Verlauf der Solltrajektorie y* () (oben), des
Biegemoments M* (1) (Mitte) und der RegelgroBe w(r) = X(L, 7) aus einer Finite-Element-Simulation mit dem
angreifenden Moment M* (1) (unten).

Simulationsergebnisse

Zur llustration der flachheitsbasierten Trajektorienplanung und Steuerung fiir den betrachteten Euler-Bernoulli
Biegebalken sind in Abbildung 4.14 Simulationsergebnisse bei Variation der Gevrey-Ordnung « € {1.5,1.6,2} der
Solltrajektorie y* (t) gemaR (4.11) zusammengestellt. Hierzu wird ein Balken mit quadratischem Querschnitt
der Breite B = 0.025 m und der Ladnge L = 0.5 m betrachtet, wobei als Material Stahl angenommen wird. Die
Ubergangszeit fiir den untersuchten Ubergang zwischen stationidren Ruhelagen wird zu T = 0.01 s gewihlt.
Den Verlauf der Solltrajektorie y* () fiir den flachen Ausgang, des entsprechenden Moments M* () und der
RegelgroBe w(r) = X(L, 1) aus einer Finite-Element-Simulation mit dem angreifenden Moment M*(t) zeigt
Abbildung 4.14.

4.5 Verallgemeinerung flachheitsbasierter Methoden

Neben der Anwendung des vorgestellten Potenzreihenansatzes sowie der Operatorenrechnung im Laplace-
Bereich kann fiir Rieszsche Systeme ein sehr systematischer Zugang zur Konstruktion eines flachen Ausgangs
und der Bestimmung der Zustands— und Eingangsparametrierung entwickelt werden (Meurer, 2011; Meurer,
2013b; Schrock u. a., 2013). Hierbei wird die Tatsache ausgenutzt, dass die Resolvente fiir diese Systemklasse in
expliziter Form vorliegt. Dies ermoglicht es insbesondere neben der einheitlichen Behandlung von gekoppelten
Systemen linearer PDgln. mit sowohl Randeingriff oder 6rtlich-verteiltem Eingriff auch PDgln. mit ortlich
mehrdimensionalem Definitionsgebiet zu behandeln (Meurer, 2011; Meurer, 2013b; Schréck u. a., 2013).

Ein alternativer Zugang beruht auf der formalen Integration der PDgl., womit sowohl gewisse 6rtlich mehrdi-
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mensionalen Geometrien als auch orts— und zeitvariable Parameter in die flachheitsbasierte Entwurfsmethodik
integriert werden kénnen (Meurer und Kugi, 2009b). Dariiber hinaus erlaubt dieser Ansatz auch eine Generali-
sierung auf gewisse Klassen nichtlineare PDgln. (Schorkhuber u. a., 2012; Schorkhuber u. a., 2013).

4.6 Folgeregelung mittels des Zwei-Freiheitsgradentwurfs

Die bisherigen Ergebnisse zur flachheitsbasierten Trajektorienplanung und zum Vorsteuerungsentwurf fiir
SVPn mit Randeingriff kénnen unmittelbar mit den in den Kapiteln 2 und 3 betrachteten Methoden zur
BIBO- bzw. asymptotischen oder exponentiellen Stabilisierung in einem Zwei-Freiheitsgradentwurf kombiniert
werden. Hieraus ergibt sich insbesondere die Moglichkeit eines systematischen Entwurfes von stabilisierenden
Trajektorienfolgeregelungen. Das prinzipielle Vorgehen wird im Folgenden einfiihrend anhand zweier Beispiele,
der linearen Warmeleitungsgleichung aus Abschnitt 4.2.1 und dem Diffusions-Konvektions-Reaktionssystem
mit nichtlinearem Quellterm aus Abschnitt 4.2.2, erldutert.

4.6.1 Trajektorienfolgeregelung fiir eine lineare Warmeleitungsgleichung

Auf Basis der linearen PDgl. des Wirmeleiters, d.h.

0x(z,1) Aazx(z, ) ,

Y 522 z€(0,1), t>0 (4.46a)
0x
E(O’ 1)=0, x(1,8)=u(, t>0 (4.46b)
x(z,0) = xo(2), z€[0,1]. (4.46¢)

wurde in Abschnitt 4.2.1 gezeigt, dass x(0, £) = y(t) einen flachen Ausgang bzw. eine Basisgroe darstellt, womit
eine differenzielle Parametrierung von x(z, ) und u(t) ermdglicht wird. Somit kann durch Vorgabe einer glatten
Solltrajektorie t — y*(¢) fiir den flachen Ausgang direkt der Verlauf des entsprechenden Zustandes x*(z, t) und
des Eingangs u* (¢) ermittelt werden. Aufgrund des Vorgehens zur Bestimmung der Parametrierungen ist leicht
einsichtig, dass x*(z, f) und u* (t) die Gleichungen (4.46) identisch erfiillen, weshalb gilt

0x*(z,1) _ Aazx*(z, 9]

o P z€(0,1), t>0 (4.47a)
V4

ax* * *

E(Or t) :Oy X (l,t) =u (t)) >0 (447b)

x*(2,0) = x4 (2), z€0,1]. (4.47¢)

Die Einfiihrung des Trajektorienfolgefehlers e(z, t) = x(z, t) — x* (2, t) mit Au(¢) = u(t) — u*(¢) fiihrt somit direkt
auf die Gleichungen des verteilt-parametrischen Fehlersystems

de(z, 1) _ Aaze(z, 1) ’

ar 322 z€(0,1), t>0 (4.48a)
z
2—6(0, H=0, e(l,t)=Au(p, t>0 (4.48Db)
z
e(z,0) = eg(2), z€e[0,1]. (4.48c)

Aufgrund der Linearitét der Systemgleichungen entspricht das Fehlersystem dem urspiinglichen System (4.46).

Offensichtlich kann die neue Stellgroe Au(f) zum Entwurf eines Reglers fiir die Dynamik des Folgefehlers
(4.48) so genutzt werden, dass fiir die Norm gilt | e(z, )| x — 0 mit einem vorgegebenen asymptotischen
bzw. exponentiellen Abklingverhalten in einem geeigneten Zustandsraum X (hier beispielsweise L?). Zur L6-
sung dieser Entwurfsaufgabe kénnen nun unmittelbar die in den Kapiteln 2 und 3 behandelten Ansétze der
BIBO-Stabilisierung, der spektralen Analyse, der direkten Methode nach Lyapunov und des Entwurfs von
Zustandsregelungen herangezogen werden. Insbesondere kann aus Beispiel 2.5 (mit der Koordinatentransfor-
mation z — (L—z)/vVAund L— L/vA) direkt abgeleitet werden, dass die Ausgangsriickfithrung Au(t) = Ke(0, t)
fiir —1 < K < cosh(n) die BIBO-Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises gewéhrleistet.
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4.6.2 Trajektorienfolgeregelung fiir ein nichtlineares Diffusions-Reaktionssystem

Ausgehend von den obigen Ergebnissen fiir den linearen Warmeleiter wird im Folgenden der Entwurf einer
Trajektorienfolgeregelung fiir das Diffusions—Reaktionssystem mit quadratischem Reaktionsterm (4.14) auf
Basis der ermittelten flachheitsbasierten Parametrierung (4.20), (4.21) untersucht.

Da der Sollzustand x*(z, f) fiir u(t) = u*(¢) die Systemgleichungen (4.14) identisch erfiillt (Voraussetzung
gleichmiBige Konvergenz), fithrt die Einfiihrung des Trajektorienfolgefehlers e(z, ) = x(z, t) — x*(z, t) mit
Au(t) = u(t) — u* (¢) auf die entsprechenden Gleichungen des verteilt-parametrischen Fehlersystems

de(z, 1) _ /ldze(z, )

o =~ +y(wielz, ) +x" (2, 1) -y (x" (2, 1), ze(0,1), >0 (4.49a)
Oe
g((), 1)=0, e(,1=Au(), t>0 (4.49b)
e(z,0) = eg(2) = x0(2) — x™ (z,0), z€[0,1] (4.49¢)

mit y(e(z, 1) + x*(z, 1) = (e(z, ) + x*(z, 1)2. Offensichtlich ergibt sich aufgrund der Nichtlinearitédt in den
Systemgleichungen ein ebenfalls nichtlineares Fehlersystem mit dem orts— und zeitvariablen Koeffizienten
Xx*(z,t). Unter der Annahme einer hinreichend kleinen Abweichung zwischen Ist- und Sollzustand x(z, t) und
X" (2, t) kann die Nichtlinearitit w(e(z, t) + x* (z, t)) um den Sollzustand x* (z, t) bzw. um e(z, t) = 0 linearisiert
werden
* * dw *
wlelz, )+x (2, 0)) =yp(x (z,0))+ ax (x"(z,0)e(z, 1).

Dies liefert zusammen mit (4.49) das um den Sollzustand x*(z, t) linearisierte Fehlersystem mit einem orts—
und zeitvariablen Reaktionsparameter

de(z, 1) 0%e(z, 1)

a1 a2 TArx(zDez D, z€(0,1), £>0 (4.50a)
2—2(0, =0, e(l,1)=Au(), t>0 (4.50b)
e(z,0) = eg(2) = xo(2) — x*(2,0), z€e[0,1]. (4.500)

Letzteres kann als Basis flir den Entwurf einer stabilisierenden Ausgangs— bzw. Zustandsriickfithrung heran-
gezogen werden, wobei sich hierbei jedoch Schwierigkeiten durch den orts— und zeitvariablen Parameter in
(4.50a) ergeben, der direkt proportional zu dem Sollzustand x* (z, t) ist.

Offensichtlich kann aufgrund der Zeitvarianz keine Darstellung im Bildbereich der Laplace-Transformation
erfolgen, weshalb der Entwurf einer BIBO-stabilisierenden Ausgangsriickfithrung mit den Methoden aus Kapitel
2 nicht moglich ist. Aus dem selben Grund ist eine abstrakte Darstellung gema den Ausfithrungen in Kapitel
3.1 nicht unmittelbar bestimmbar und erfordert eine weitergehende mathematische Analyse. Des Weiteren
existiert aufgrund der Zeitvarianz der System-PDgl. (4.50a) keine Laplace-Transformierte weshalb die in Kapitel
2 eingefiihrten Entwurfsmethoden nicht anwendbar sind. Zudem stellt der Systemoperator keinen Rieszschen
Operator dar, weshalb auch die Anwendung der Methoden aus Abschnitt 3.4.2 nur eingeschrankt moglich ist.

Einen Zugang zum Entwurf einer stabilisierenden Zustandsriickfithrung bietet hier der Backstepping—-Ansatz
aus Abschnitt 3.4.1. Dazu jedoch aufgrund der Zeitvarianz eine Transformation des SVPn (4.50) gemaf3

w(z, t) =elz, t)—f k(z,¢, e, n)d(
0

mit dem zu bestimmenden Integrationskern k(z,(, t) in ein exponentiell stabiles SVPn, beispielsweise

dwz, 1) _ Aazw(z, )

o a2 HwiD, z€(0,1), t>0 (4.51a)
ow
E(O' =0, w(l,1n=0, t>0 (4.51b)
w(z,0) = wy(2), z€0,1] (4.51c)

4.6 Folgeregelung mittels des Zwei-Freiheitsgradentwurfs
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mit g > 0, bestimmt (Meurer und Kugi, 2009a). Ergebnisse zur Trajektorienfolgeregelung fiir nichtlineare
Diffusions-Konvektions-Reaktionssysteme im Rahmen des Zwei-Freiheitsgradentwurfs mit flachheitsbasierter
Trajektorienplanung und Steuerungsentwurf in Kombination mit Backstepping-basierten Methoden zum
Entwurf einer stabilisierenden Regelung sind in Meurer und Kugi, 2007; Meurer und Kugi, 2008 zu finden.
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Anhang A

Eigenschaften und Korrespondenzen der
Laplace-Transformation

Die folgende Auflistung fasst die wichtigsten Eigenschaften und Rechenregeln der Laplace-Transformation

zusamimen:

Laplace-Integral L{fnt=f(s)= [ f(nestde Ris}=0>7)
0
. 1 ctioo
Umkehr-Integral L7HFO = fDs0= 7 [ f(s)eslds (c>7)
c—ioco
Linearitit LikifiO)+ k) =kZ{AO}+kZL{f(D}, (k1,2 beliebig)
Lk Fi(8) + kP ()} = ki L7 {19} + ko L7 {Fa(9))
MaRstabsénderung Z{flan}= %f (%) (aeRY)
Zeitverschiebung ZL{o(t-bf(t-b)}= e b f(s) (beR™)
Frequenzverschiebung || £~ {f(s+c)} = e™! f(1) (ce)
rot 1 .
Integration ${f...ff(r)dr”} = S—nf(s)
0 0
Gewohnliche LMW} = s"F(s) = s"LF(0+) —...— D (04)
Differentiation
Verallgemeinerte LAD ()} = 5" f(s) =" f(0-) —...— fPD(0-)
Differentiation

Differentiation der

LTHFM (9} = (D" t" f(1)

Bildfunktion
“ n t
Faltungsintegral LHAG LG} = A-1) fo(n)dr = (D) * fo(0)
0
Grenzwertsitze * Anfangswert-Satz

o3I = fig 10
* Endwert-Satz, Voraussetzung: 3 f (t — oo)

limsf(s) = lim f(£)
$s—0 t—o00

Tab. A.1: Eigenschaften und Rechenregeln der Laplace-Transformation.
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Ergédnzend sind in Tabelle A.2 einige wichtige Korrespondenzen der Laplace-Transformation aufgefiihrt, die
in verschiedenen Anwendungen (insbesondere zur Losung von gewthnlichen Differenzialgleichungen) von
Bedeutung sind. Weitere und deutliche allgemeinere Korrespondenzen, u.a. fiir transzendente Funktionen in
der Laplace-Variable s sind beispielsweise (Roberts und Kaufman, 1966) und den dort aufgefiihrten Referenzen
zu entnehmen.

C+jOO . . o'
NT. fn= ﬁ [ f(s)etds, >0, c=y f&)= [ f(estdt, Risi=0 >y
c—joo 0
1 o(1) 1
1
2 o(f)und 1 -
" Sn!
3 t, n=1,2,3,... Sn_+l
4 te ! _n
(S+ d)n+1
s
5 coswyt —_—
0 2+ w}
. wo
6 sinwgt 5
s2 + wj
—at s+a
7 e “coswpt ——
(s+a)? +wj
—at s Wo
8 e “sinwgt —
(s+a)? +wj
9 t t -0
CcOoswy _
(% + w3)?
10 tsinwot 2o$
sinw _
0 (s +w3)?
a
11 1-e @
s(s+a)
2
—at a
12 e +at—-1 _—
s2(s+a)

Tab. A.2: Korrespondenzen der Laplace-Transformation.
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Anhang B

Grundlagen der Funktionalanalysis und
Operatortheorie

B.1 Grundbegriffe

B.1.1 Lebesque quadratisch integrierbaren Funktionen

Der Raum L?(a, b) der Lebesque integrierbaren Funktionen ausgestattet mit der Norm | x||? := |, : lx(2)|*dz
ist ein Banach-Raum. Mit dem inneren Produkt (x, )24 ) := [, f x(2)y(2)dz wird [%(a, b) zum Hilbert-Raum
(Curtain und Zwart, 1995, Appendix). Hierbei stellt y(z) die konjugiert Komplexe zu y(z) dar.

B.1.2 Direkte Summe

Die direkte Summe V & W zweier Vektorrdume V und W entspricht der kartesischen Produktmenge V x W =
{(v,w)|lveV, we W}. Beispiel: Seien V=W =R, so giltxe Ve W =>x =y, wlT firveV, wew.

B.1.3 Abgeschlossener Operator

Ein linearer Operator T wird als abgeschlossener Operator bezeichnet, wenn aus x, € 2(T), n € N mit
lim,—. X, = x und lim,_., Tx, = y folgt, dass x € Z(T) und Tx = y (Curtain und Zwart, 1995, Definition
A.3.43).

B.1.4 Dichte Teilmenge und Abschluss

Eine Teilmenge V eines normierten linearen Raums X ist dicht in X, wenn fiir den Abschluss V von V gilt,
dass V = X. Der Abschluss V eines normierten linearen Raumes V ist definiert als die Menge V vereinigt mit
der Menge aller Grenzwerte von Folgen in V, d.h. VizixeV| IHxntnen, X, € V VR e N so, dass | x, — x| —
0 fiir n — oo}. Eine Menge V in einem normierten linearen Raum X wird abgeschlossen genannt, wenn jede
konvergente Folge von Elementen aus V einen Grenzwert in V besitzt.
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B.1.5 Operatornorm

Sei T ein beschriankter Operator mit 2(T) c & — Y. Die Norm von T, d.h. die so genannte Operatornorm, ist
definiert als

I Txlly

T := . (B.1)
xea(T), x#0 Xl
Hierzu dquivalent ist
1T := sup ITxl|ly. (B.2)

xe2(T), xllg=1

B.2 Das Hille-Yoshida Theorem

Das Hille-Yoshida Theorem erlaubt eine Charakterisierung der infinitesimalen Generatoren von Cp—Halbgruppen
Curtain und Zwart, 1995; Jiingel, 2001. Mit Definition 3.7 kann der folgende Zusammenhang zwischen Resol-
vente und Wachstum der Halbgruppe angegeben werden.

Satz B.1

Sei T'(t) eine Cy—Halbgruppe mit infinitesimalen Generator A und Wachstumsgrenze w. Sei R{A} > w; > ,
so folgt A € p(A) und es gilt Vx € X,

e M
R(A, A)x = ()LI—A)_lx =f e"“T(t)xdt und |RA, A)|| € ——.
0 R{A} — w1

Der Beweis dieser Aussage ist z.B. in (Curtain und Zwart, 1995) zu finden. Mit diesen Vorgaben kann nun das
Hille-Yoshida Theorem zur Charakterisierung eines Generators A formuliert werden Curtain und Zwart, 1995.

Satz B.2: Hille-Yoshida Theorem

Ein linearer Operator A ist der infinitesimale Generator einer Cy—Halbgruppe T (¢) mit || T(2)|| = Me®?,
M, w € R genau dann, wenn

(i) A abgeschlossen ist mit 2(A) = X und

(ii) fiir jedes A > w mit A € p(A) gilt [R(A, A7 || < # VreN.

Es sei bemerkt, dass das Hille-Yoshida Theorem in verschiedenen (dquivalenten) Formulierungen verfiigbar ist,
wobei insbesondere Bedingung (ii) unterschiedliche Darstellungen zulésst, siehe z.B. Pazy, 1992.

B.3 Das Lumer-Phillips Theorem

Neben dem Hille-Yoshida Theorem erlaubt das Lumer-Phillips Theorem eine alternative Charakterisierung
der infinitesimalen Generatoren einer kontrahierenden Cp—Halbgruppe. Hierzu wird der Begriff eines dissi-
pativen Operators eingefiihrt (siehe, z.B. Cazenave und Haraux, 1998; Liu und Zheng, 1999), dessen direkte
Charakterisierung die folgende Definition liefert.

Definition B.1: Dissipativer Operator

Sei X eine reeller oder komplexer Hilbertraum mit innerem Produkt (-, -) x und induzierter Norm || - || x. Sei
A eine linearer Operator mit 2(A) dicht in X. Dann wird A dissipativ genannt, wenn fiir alle x € 2(A) gilt,
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dass
R{(Ax, x)x} < 0. (B.3)

Eine alternative Moglichkeit zur Definition dissipativer Operatoren erfordert die Einfithrung des Konzepts eines
Dualraums.

Definition B.2: Lineare Abbildung, lineares Funktional, Dualraum

Seien (X, || - [l x) und (Y, | - ly) halbnormierte Rdume iiber einem Korper K (z.B. R oder C). Eine Abbildung
Abb: X — Y heilit linear wenn
Va,feK Vx,yeX: Abblax+ fy) = aAbb(x) + BAbb(y).

Eine lineare Abbildung nennt man auch Operator oder im Fall Y = K auch lineares Funktional. Im
Weiteren bezeichnet £ (X, Y) die Menge aller linearen stetigen Abbildungen von X nach Y. Die Menge X’
aller linearen stetigen Funktionale £ (X, K) von X in den Grundkorper K wird als Dualraum bezeichnet.

Es sei x' € X'. Fiir jedes y € X existiert genau ein x € X, so dass x'(y) = (x, y). Hierbei wird x'(y) als Dualititspro-
dukt bezeichnet. Insbesondere gilt somit x'(x) = (x, x) = llx|I2. Somit kann nun der Begriff eines dissipativen
Operators definiert werden Pazy, 1992.

Definition B.3: Dissipativer Operator

Ein linearer Operator A wird dissipativ genannt, falls fiir jedes x € 2(A) ein x’ € F(x) = {x/| ¥’ € X' mit x'(x) =
llxlI2 = [|I%"[I3} < X existiert, so dass R{x'(Ax)} <O0.

Damit kann der folgende Satz zur Charakterisierung dissipativer Operatoren herangezogen werden Pazy, 1992.

Satz B.3

Ein linearer Operator A ist genau dann dissipativ, wenn

|(AI = A)x| = Al x| fiir alle x € 2(A) und A > 0.

Dieses Ergebnisse bieten unmittelbar eine direkte Méglichkeit zum Nachweis der Dissipativitit eines Operators
durch Auswerten der Bedingung (B.3). Den Zusammenhang zwischen der Dissipativitét eines Operators und
der Existenz einer zugehorigen kontrahierenden Halbgruppe liefert das Lumer-Phillips Theorem Pazy, 1992.

Satz B.4: Lumer-Phillips Theorem

Sei A ein linearer Operator mit 2(A) dicht in X. Dann gelten:

(i) ‘Wenn A dissipativ ist und ein A > 0 existiert, so dass das Bild von A1yl — A identisch X ist, dann ist A
der infinitesimale Generator einer kontrahierenden Cy—Halbgruppe auf X.

(i) Wenn A der infinitesimale Generator einer kontrahierenden Cp—Halbgruppe auf X ist, dann ist das
Bild von AI — Aidentisch X fiir alle A > 0 und A ist dissipativ. Des Weiteren gilt fiir alle x € 2(A) und
alle x’ € F(x), dass R{x'(Ax)} < 0.

Das Hille-Yoshida und Lumer-Phillips Theorem werden im Folgenden eine wichtige Rolle zum Nachweis der
Stabilitit verteilt-parametrischer Regelstrecken spielen.

1Unter den Voraussetzungen des Satzes ist (i) nach Liu und Zheng, 1999 #quivalent zu den Bedingungen, dass A dissipativ ist und
0€p(4),dh. A~ existiert und ist beschrinkt. In Anwendungen kann dieser Nachweis oftmals durch eine direkte Berechnung der Inversen
erfolgen.

B.3 Das Lumer-Phillips Theorem
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B.4 LoOsung der Zustandsgleichungen

Ausgehend vom (abstrakten) inhomogenen Cauchy-Problem

dx(r)
dt

= Ax(t) + Bu(1) >0, x(0) =xp € D(A) (B.4)
mit dem Operator A € 2(A) c X im Hilbertraum X konnte anhand der Beispiele 3.1 und 3.3 fiir die lineare Wér-

meleitungsgleichung und die ungedédmpfte Wellengleichung motiviert werden, dass mittels der Co—Halbgruppe
T(t) eine allgemeine Losung von (B.4) in der Form

t
x()=T(t)xg +f T(t—1)Bu(r)dr (B.5)
0

gegeben ist. Im Weiteren wird anhand zweier Spezialfille eine explizite Auswertung von (B.5) abgeleitet.

B.4.1 Rieszsche Operatoren

Fiir die Klasse der Rieszschen Operatoren kann die Losung der Zustandsgleichung (B.4) besonders leicht
ermittelt werden

o0 r 0o
x(t)= Y eMxo, ) xp, + fo Y e Bu(r), ) xp,dr (B.6)
n=1 n=1
t
=T(t)xg +[ T(t—1)Bu(r)dr. (B.7)
0

Es sei bemerkt, dass die Cp—Halbgruppe T'(¢) {iber die entsprechende Greensche Funktion bzw. Greensche
Matrix g(z,(, t) des SVPn ausgedriickt werden kann.

B.4.2 Nicht-Rieszsche Operatoren

In gewissen Fillen stellt der Systemoperator A keinen Rieszschen Operator dar. Falls A infinitesimaler Generator
einer Cy—Halbgruppe T(¢) ist, so kann diese z.B. entsprechend Satz 3.3, Glg. (3.52) oder iiber den Zusammenhang
zwischen Cy—Halbgruppen und Greenscher Funktion ermittelt werden. Ein wichtiges Beispiel stellt hierzu die
in Abschnitt 2.2 betrachtete Transportgleichung dar. Diese kann in Zustandsdarstellung (u(z, £) = 0, u(¢) =0)
auf X = I2(0, L) wie folgt angeschrieben werden

dx(r)
dt

= Ax(1) >0, xo€2(A) (B.8)

mit dem so genannten Shift-Operator

ax=-& (B.9)
© dz '
2 Lodx o
D(A) = {x €L°(0,1): xabs. stetig, € L*(0, 1), x(0) = o}. (B.10)
z
Es kann gezeigt werden, dass
(THx)=x(t—2)o(t—2) (B.11)

eine Cy—Halbgruppe mit infinitesimalen Generator A darstellt. Dies ist die so genannte Shift-Halbgruppe.
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Anhang C

Numerische Losungsverfahren

Analytische Losungsverfahren fiir parabolische und hyperbolische PDgln. sind, mit Ausnahme des Charakte-
ristikenverfahrens, typischerweise auf lineare Probleme beschréankt. Typischerweise treten jedoch in realen
Anwendungen Nichtlinearitdten auf, wie beispielsweise zustandsabhéngige Parameter, Phaseniibergénge, Hys-
terese oder chemische Reaktionen. Des Weiteren sind die értlichen Berandungen fiir eine analytische Erfassung
oftmals zu komplex, so dass numerische Methoden zur Approximation der Losung der PDgl(n). eingesetzt
werden miissen. Im Folgenden wird deshalb eine kompakte Einfithrung in die entsprechenden Ansitze gegeben.

C.1 Numerische Losung von parabolischen PDgln.

Wie in Abschnitt 1.1 gezeigt fiihrt die mathematische Beschreibung von insbesondere dynamischen Diffusions—
und Warmeleitungsproblemen sowie Reaktionssystemen auf parabolische PDgln. fiir die gesuchte(n) zeit- und
ortsabhingige(n) Funktion(en). Aus numerischer Sicht werden zur Losung der dabei auftretenden Anfangsrand-
wertprobleme (ARWP) im Allgemeinen die folgenden Ansétze verfolgt (siehe z.B. Fletcher, 1984; Bathe, 1995;
Schwarz, 1997)

¢ Diskretisierung:

— Semi-Diskretisierung (,Method of lines”) bzgl. der Ortskoordinate(n) und numerische Lésung des
erhaltenen Systems gewohnlicher Differenzialgleichungen (numerische Stabilitdtsbedingungen
bestimmen Wahl von Orts— und Zeitschrittweite)

— Voll-Diskretisierung bzgl. der 6rtlichen und zeitlichen Koordinaten und Lésung des erhaltenen Sys-
tems algebraischer Gleichungen z.B. Crank-Nicholson Verfahren (oft absolut stabil, d.h. unabhéngig
von Wahl Orts— und Zeitschrittweite, jedoch aufwendiger)

» Gewichtete Residuenverfahren und daraus abgeleitet Finite Elemente Methoden (FEM)
Beispiel C.1 (Semi-Diskretisierung der Wiarmeleitungsgleichung). Im Folgenden wird fiir das Benchmark-
Beispiel der linearen Wéirmeleitungsgleichung das prinzipielle Vorgehen zur expliziten Semi-Diskretisierung

mittels des finite Differenzenverfahrens vorgestellt. Die Temperatur x(z, t) im Wdrmeleiter wird hierbei durch
die untenstehende PDgl. mit RBn und AB beschrieben

0x(z,t) _ 0%x(z, 1)

a1 a o2 +u(z, 1), z€(0,1), t>0 (C.1)
0x
—(0,1) =0, x(1, 1) = v(1), t>0 (C.2)
0z
x(z,0) = xp(2), z€[0,1]. (C.3)

Das prinzipielle Vorgehen zeigt Abbildung C.1.
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Xo (1) x1(2) X (1)
L

—
N

0 Az 20z (N-1)Az

Abb. C.1: Ortliche Diskretisierung.

Das Einsetzen der bekannten finite Differenzen Approximationen der auftretenden Ableitungen

0x(z, 1) _ Xin (0) = Xi—1 (2) +0%(A2) oderw +0(Az)
0z z=iAz 2Az Az
%x(z, 1) Xiv1(0) =2x; () +x;-1(0) 5
it aiiid = o°(A
622 z=iAz AZZ " 0

in die PDgl. (C.1) fiihrt somit auf

dx; (1) a ,
T A—Zz(x,-+1(t) =2x;(0) + x;-1(0) + u(z;, 1), i=0,...,N—1.

Die entsprechende Auswertung der RBn (C.2) liefert

x1(8) —x_1(2)
2Az
xn() =v(1)

=0 = x40 =x1(0)

Hieraus ergibt sich ein N-dimensionales System gewéhnlicher Differenzialgleichungen fiir x;(¢),i =0,..., N—1

der Form
dxog(t) 2a
Py A—Zz(xl(t)—xo(t))+u(0, 1)
dx;(t) a .
I =A—Zz(xi+1(t)—2xi(t)+xi—1(f))+u(zi,t), i=1...,N-2
dxn-1(2) a
g - A_zz(vm —2xN-1(0) + xn-2(0) + ulzn-1, 1)

fiir t > 0 mit der AB
x;(0) = xo(2:), i=0,...,N-1.

Das grundlegende Vorgehen der Semi-Diskretisierung kann somit wie folgt zusammengefasst werden

(i) Uberfiihrung der PDgl. in ein System gewohnlicher Differenzialgleichungen. Dessen numerische Losung
ist eine Standardaufgabe der Numerik.
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(ii) Geeignete Wahl der Zeitschrittweite At des numerischen Integrators und der Ortsschrittweite Az. Diese
sind meist nicht unabhéngig voneinander. Insbesondere bedingt die numerische Stabilitét fiir Beispiel
C.1, dass die Bedingung At < Az?%/2 erfiillt sein muss (Schwarz, 1997, S. 546). Im Allgemeinen fiihrt die
Semi-Diskretisierung nicht auf ein absolut stabiles numerisches Verfahren.

Des Weiteren ist zu bemerken, dass neben den im obigen Beispiel verwendeten Differenzenquotienten auch
Approximationen héherer Ordnung verwendet werden kénnen. Wahrend mit dieser MaBnahme die Genauigkeit
der Approximation verbessert wird geht hierbei jedoch die vorteilhafte Dreiband-Struktur der erhaltenen
Systemmatrix verloren.

Beispiel C.2 (Semi-Diskretisierung einer semilinearen Wiarmeleitungsgleichung). Ausgehend von den
Ausfiihrungen in Beispiel C.1 wird im Weiteren die Semi-Diskretisierung einer semilinearen PDgl. der Form

ox(z,t)  0%*x(z, 1)
=a

ot 52 T/t uz 0, ze(0,1), t>0 (€4

mit RBn und AB analog zu (C.2) und (C.3). Ein analoges Vorgehen unter Beriicksichtigung der lokal ausgewer-
teten Nichtlinearitdt f(x(z, t)) fiihrt hierbei auf

dxo(t) 2a
ey :ﬁ(x1(t)—xo(t))+f(x0(t))+u(0't)
dx;(1) a |
- :E(JCHI(Z’)—ZXi(l')+Xi—l(f))+f(Xi(t))+u(zi,t), P
dxya() _ a

dt  AzZ2 (W) =2xN-1(8) + xn—2(0) + f(xn-1(D)) + u(zn-1,1)

fiir t > 0 mit der AB

x;(0) = x0(z;), i=0,...,N-1.

Im Hinblick auf den Steuerungs- und Regelungsentwurf und die Simulation des geschlossenen Regelkreises
sind insbesondere folgende Programmpakete von Bedeutung:

¢ MATLAB — Funktion pdepe

- automatisierte Semi-Diskretisierung fiir gemischt parabolisch-elliptische Probleme in Kombination
mit Zeitintegrator ode15s

— im Prinzip 6rtlich ein-dimensionale Probleme

Beispiel C.2 kann hierbei beispielsweise wie folgt implementiert werden.
function out=heateqn()

%Preparations

m=0;

zmax=1.0;

tmax=2.0;
z=linspace(0,zmax,101);
t=linspace(0,tmax,201);

%System parameter and functions

a=1.0;

f=inline(?-x+5*%x~2?,°x%);

u=inline(’0’,’z’,’t?);

v=inline(’ (t-0.5) .*stepfun(t,0.5)-2*(t-1) .*stepfun(t,1)...
+(t-1.5) .*stepfun(t,1.5)?,°t?);

%Solver call
sol=pdepe (m,Gheat_pde,Oheat_ic,@heat_bc,z,t,[],a,f,u,v);

C.1 Numerische Losung von parabolischen PDgln.
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x=s0l(:,:,1);

%0utput
out.z = z; out.t = t; out.x = X;

%Surface plot
figure; mesh(z,t,x); xlabel(’z’); ylabel(’t’);

function [c,g,s]=heat_pde(z,t,x,DxDz,a,f,u,v)
%Partial differential equation

c =1.0;
g = axDxDz;
s = f(x) + u(z,t);

function uO=heat_ic(z,a,f,u,v);
%Initial condition
u0 = 0.0;

function [pl,ql,pr,qrl=heat_bc(zl,xl,zr,xr,t,a,f,u,v)
%Boundary conditions

pl=0.0;

ql=1.0;

pr=xr-v(t);

qr=0.0;

e MATHEMATICA — Funktion (N)DSolve

pde := {D[x[z, t], t] == a*D[x[z, t], {z, 2}] + flx[z, t]] + ulz, t1}
bcs := {Derivativel[1, 0] [x][0, t] == 0, x[1, t] == v[t]}
ic := {x[z, 0] == 0}
a =1
flx_] := -x + 5*x~2
ulz_, t_] =0
v[t_] := (t - 1/2)*UnitSteplt - 1/2] -

2% (t - 1)*UnitStep[t - 1] + (t - 3/2)*UnitSteplt - 3/2]
NDSolve[Flatten[{pde, bcs, ic}], x[z, t]l, {z, 0, 1}, {t, 0, 2}]
Plot3D[x[z, t] /. %, {z, 0, 1}, {t, 0, 2}]

¢ MAPLE — Funktion pdsolve

C.2 Numerische Losung von hyperbolischen PDgln.

Wie aus der Charakterisierung von PDgln. in Abschnitt 1.2 hervorgeht, erfordert die (numerische) Losung
hyperbolischer PDgln. einen deutlich grofleren Aufwand. Dies ist im Wesentlichen durch deren dynamische
Eigenschaften begriindet, die sich durch die Ausbildung charakteristischer Wellenphinomene auszeich-
net. Fiir lineare hyperbolische PDgln. stellt insbesondere die numerische Auflésung der Propagation von
Diskontinuititen entlang Charakteristiken eine Schwierigkeit dar. Im Fall quasilinearer und nichtlinearer
hyperbolische PDgln. treten neue Effekte wie Schockwellen und Verdiinnungswellen auf, deren numerische
Erfassung spezielle Ansitze (z.B. sogenannte ,Upwind”- oder hochauflésende Verfahren) erfordert.

An numerischen Losungspaketen sind neben den vielen, fiir einzelne spezielle Problemstellungen verfiigbaren,

Einzelprogrammen insbesondere die Werkzeuge

¢ CENTPACK (,Centpack”2014) und CLAWPACK (,,Clawpack® 2014): fiir quasilineare Systeme hyperbolischer
PDgln. in 1-2(3) Ortsdimensionen, auf Fortran/C++ basierend mit Matlab-Schnittstelle zur Graphikaus-
gabe, sehr effizient erfordert aber ausreichend theoretisches Wissen

Kapitel C Numerische Losungsverfahren



e MATMOL (,Matmol“ 2014): Matlab-Toolbox, die einige Upwind- und hochaufl6sende Verfahren imple-
mentiert, erfordert theoretisches Grundwissen

zu nennen. Oftmals bieten moderne FEM-Pakete wie ANSYS weitreichende numerische Méglichkeiten, die die
Losung gewisser quasilinearer hyperbolischer Probleme erlauben.

Sehr empfehlenswerte und umfassende Ausfiihrungen zur mathematischen Theorie und numerischen Lésung

von insbesondere hyperbolischen PDgln. bieten die Monographien (Thomas, 1998; Godlewski und Raviart,
1996; LeVeque, 2002).

C.2 Numerische Lésung von hyperbolischen PDgln.
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